Kapitel 1

Einfiihrung

Bemerkung 1.1 Zur Bedeutung konvektions—dominanter Probleme und
Grundproblem ihrer numerischen Simulation. Konvektions—dominante Pro-
bleme treten in vielen Prozessen in Natur und Technik auf. Dies ist immer dann der
Fall, wenn ein Stoff (aufgeldst oder als Teilchen) oder eine physikalische Grofe (Tem-
peratur) durch eine Strémung transportiert wird. Oft gibt es neben der Strémung
weitere Prozesse, welche in einem betrachteten System auftreten, beispielsweise che-
mische Reaktionen.

Losungen konvektions—dominanter Probleme besitzen oft kleine Strukturen oder
Skalen. Diese Skalen sind wichtige Merkmale der Losungen. Numerische Verfahren
basieren im allgemeinen auf Zerlegungen des zu Grunde liegenden Gebiets. Die-
se Zerlegungen konnen haufig bei weitem nicht so fein gewéhlt werden, dass die
kleinen Skalen aufgelost werden konnen. Ist dies der Fall, dann stellt sich heraus,
dass numerische Standard—Verfahren zu vollkommen unbrauchbaren numerischen
Losungen fithren. Man benétigt spezielle Verfahren in solchen Situationen. |

Bemerkung 1.2 Inhalt der Vorlesung, Stand der Forschung. Die Vorlesung
untersucht die Eigenschaften von Lésungen konvektions—dominanter Probleme und
ihre numerische Approximation. Diese Untersuchungen erfolgen fiir Probleme in
einer Dimension, da

e die wesentlichen Schwierigkeiten schon in einer Dimension auftreten,

e die Analysis fiir eindimensionale Probleme noch relativ einfach ist,

e man fiir eindimensionale Probleme Verfahren konstruieren kann, mit denen

man im gewissen Sinne perfekte Losungen erhélt.

Hoher—dimensionale Probleme werden im Seminar behandelt. Die grundlegende
Vorgehensweise fiir diese Probleme besteht darin, die Ideen fiir eindimensionale
Probleme zu iibertragen. Es stellt sich heraus, dass

e man wesentliche Verbesserungen im Vergleich zu Standard—Verfahren erzielt,

e die Losungen aber lange nicht perfekt sind. Oft sind sie nicht einmal gut.
Die Suche nach Verfahren zur Berechnung guter numerischer Losungen fiir konvek-
tions—dominante Probleme in hoheren Dimensionen ist ein aktives Forschungsgebiet.
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Kapitel 2

Analysis von Zwei—Punkt—
Randwert—Problemen

2.1 Das Modellproblem

Definition 2.1 Lineares Zwei—Punkt—Randwertproblem. Ein lineares Zwei—-
Punkt—-Randwertproblem besitzt die Gestalt

—eu” +b(2)u + c(x)u = f(x), firz e (de), (2.1)
mit den Randbedingungen

agu(d) — Bqu'(d) = ~q,
acule) — Bl(e) = e (2.2)

Hierbei gelte b, ¢, f € C([e,d]), 0 < € € R und die Konstanten g, ae, Ba, Be, Yd, Ve
seien gegeben. a

Bemerkung 2.2 Bedeutung linearer Zwei—Punkt—Randwertprobleme. Das
Randwertproblem (2.1), (2.2) ist das einfachste Modellproblem zur Beschreibung
von Prozessen, welche Diffusion und Transport beinhalten.

Ein Beispiel aus [Goe77] ist wie folgt. FlieBt einem Strémungsreaktor bei kon-
stanter Temperatur kontinuierlich eine Reaktionsmasse zu und ein Produkt ab,
so berechnet sich die Konzentrationsverteilung c(t, x, y, 2), [kmol/m3], im Reaktor
gemif der partiellen Differentialgleichung

% + div (cu) —div (D gradc) = r(c),
N——

Konvektion Diffusion

wobei u(x), [m/s], der Vektor der Stromungsgeschwindigkeit, r(c(x)), [kmol /(m?s)],
eine die Reaktion beschreibende Funktion und D, [m?/s], der Diffusionskoeffizient
sind. Bei einem stationéren Reaktorbetrieb, das heifit die zeitliche Anderung ist
sehr langsam und kann vernachldssigt werden, bei konstanten Parametern D, u
und wenn die Konzentration sich nur in z-Richtung &ndert, erhélt man aus der
partiellen Differentialgleichung eine gewohnliche Differentialgleichung fiir ¢(x)

—Dc"(z) + uc' (z) = r(c(x)).

Sei z € [0, L], wobei L, [m], die Reaktorlinge bezeichne. Mit den dimensionslosen
Grofien



wobei cg, [kmol/m?], eine Referenzkonzentration ist, gelangt man zu einer dimen-
sionslosen gewohnlichen Differentialgleichung. Es gelten mit Kettenregel

() _ dle(a)/eo) do PO _ 2¢(a)

_ _ (@)
i = de T, wmd e c

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt, im Fall u # 0,

1 ulL L

5 47O = p0(€), €€ (0.1), mit Pei= T p=

Die dimensionslose Zahl Pe wird Péclet—Zahl genannt. Zur Vervollstindigung der
Problemstellung sind jetzt noch Randbedingungen fiir £ € {0, 1} nétig.

Abbildung 2.1: Jean Claude Eugene Péclet (1793 — 1857).

Aus der eben beschriebenen Anwendung heraus werden die Terme in (2.1) wie
folgt genannt:
e —cu’ — Diffusionsterm,
e b(xz)u' — Konvektions—, Advektions— oder Transportterm,
e ¢(x)u — Reaktionsterm.
Das Modellproblem (2.1), (2.2) wird Konvektions-Diffusions—Problem genannt, falls
b(x) £ 0.
Die Péclet-Zahl gibt das Verhéltnis von Konvektion und Diffusion an. Falls
dieses Verhéltnis groB ist, wird dies in der numerischen Losung von (2.1), (2.2) zu
erheblichen Schwierigkeiten fiithren. a

Definition 2.3 Randbedingungen. Seien v4,7. € R, ag4,a. € R\ {0}. Randbe-
dingungen der Gestalt:
1.

u(d) =, ule) ="
heiflen Randbedingungen erster Art oder Dirichlet—Randbedingungen,
2.
W(d) =a, u(e)="e

heien Randbedingungen zweiter Art oder Neumann—-Randbedingungen,



agu(d) + v'(d) =va, acule) +u'(e) =

heien Randbedingungen dritter Art oder Robin'-Randbedingungen.
Dirichlet—-Randbedingungen sind
e in Anwendungen am wichtigsten,
e vom Standpunkt der Analysis am schwierigsten.
Deshalb wird sich in der Vorlesung auf diese konzentriert werden. a

Abbildung 2.2: Links: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), rechts:
Carl Gottfried Neumann (1832 — 1925).

Bemerkung 2.4 Normierung eines linearen Zwei—Punkt—Randwertpro-
blems.
e Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x € [0, 1] annehmen. Das
erreicht man durch die Transformation

r—d
e—d’

€T —

e Man kann ebenfalls ohne Beschrinkung der Allgemeinheit homogene Rand-
bedingungen v4 = 7. = 0 annehmen, indem man von u(z) eine glatte Funk-
tion ¢ (x), welche die urspriinglichen Randbedingungen erfiillt, subtrahiert.
Sind beispielsweise Dirichlet-Randbedingungen

u(d) =ya, ule) =",
gegeben, dann setzt man

:c—e+ r—d
d—e %e—d

Y(x) =74
und
u*(z) = u(x) — ().

Dann ist u*(x) die Losung eines linearen Zwei-Punkt-Randwertproblems mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen.

IVictor Gustave Robin (1855 — 1897)



Definition 2.5 Modellproblem. Das Modellproblem besitzt die Gestalt

Lu = —eu” + b(x)u' + c(z)u = f(z) fiir z € (0,1), (2.3)

mit den Randbedingungen
u(0) = u(1) = 0. (2.4)
Hierbei gelten b, ¢, f € C([0,1]), 0 <e € R. O

Bemerkung 2.6 Differentialoperator. In (2.3) bezeichnet L einen Differential-
operator. Unter einem Operator versteht man eine Abbildung zwischen zwei (Funk-
tionen—)RAumen. Insoweit ist der Begriff des Operators synonym zum Begriff der
Abbildung. Ein linearer Operator ist eine lineare Abbildung A auf einem linearen
Raum X, so dass

A(au + pv) = aAu + SAv

fiir alle Skalare o, 5 und alle u,v € X ist. Ein Differentialoperator ist ein Operator,
der, angewandt auf geeignete Funktionen, Ableitungen enthélt. Zur vollstdndigen
Definition eines Operators ist dessen Definitionsbereich anzugeben. a

Beispiel 2.7 Standard—Beispiel. Das Randwertproblem
—eu” +u' =1 auf (0,1), u(0)=u(l)=0

besitzt die Losung (vorrechnen)

exp (—15*) —exp (=7)

1 —exp (—%)

Je kleiner der Parameter ¢ ist, umso steiler wird die Losung in der Néhe des rech-
ten Randes, siche Abbildung 2.3. Diesen Teil der Losung nennt man Grenzschicht.
Solche starken Anderungen der Lésung in einem sehr kleinen Bereich fithren zu
Schwierigkeiten bei der numerischen Approximation der Losung.

u(zr) = —
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Abbildung 2.3: Losung fiir ¢ = 0.1 links und € = 0.0001 rechts.

O

Bemerkung 2.8 Transformation des Modellproblems auf ein symmetri-
sches Problem. Sei b(z) hinreichend glatt. Definiert man

() = u(a) exp (715 / “b(e) d&) . we.1)



so kann man (2.3), (2.4) in das symmetrische Problem
—ett’(x) + &z)i(z) = f(z), z € (0,1), @(0)=1a(1) =0,
transformieren, wobei

1, 1

o) = (o) = @) o), o) = oy (g [0 ac).

sind. Ubungsaufgabe a

Definition 2.9 Reduziertes Problem, reduzierte L6sung. Das reduzierte Pro-
blem erhélt man, indem man formal € = 0 setzt

Loug := b(z)ug + c(z)ug = f(x), fir z € (0,1).

Die Randbedingung muss immer dort gesetzt werden, wo die Konvektion herkommt,
das heiit, wo Einstrémungen sind. Im Fall b(z) > 0 fiir alle = € [0, 1], besitzt dieses
Problem also die Randbedingung

im Fall b(x) < 0 fiir alle x € [0, 1] die Randbedingung
UU(l) =0.
Die Losung des reduzierten Problems wird reduzierte Losung genannt. a

Beispiel 2.10 Reduziertes Problem zu Beispiel 2.7. Das reduzierte Problem
zu Beispiel 2.7 lautet
uy =1 auf (0,1), wup(0)=0.

Seine Losung ist ug(z) = .

Damit setzt sich die Losung des nicht reduzierten Problems aus Beispiel 2.7 aus
der Losung des reduzierten Problems zusammen und einem Anteil, der dafiir sorgt,
dass die zweite Randbedingung erfiillt wird. a

2.2 Losungsverhalten
Bemerkung 2.11 Das Modellproblem. Fiir die Untersuchung der Losbarkeit

des Randwertproblems (2.3), (2.4) spielt die Grofie von € > 0 keine Rolle. Nach
Division durch € und Umbenennung der Daten betrachtet man das Problem

Lu := —u"(z) + b(2)u' (z) + c(z)u(z) = f(z), firze (0,1), (2.5)

mit den Randbedingungen
w(0) = u(1) = 0. (2.6)
O

Definition 2.12 Klassische Lésung. Eine Funktion u(x) wird klassische Losung
von (2.5), (2.6) genannt, falls

e u e C?0,1)NC([0,1]),

o u(x) erfiillt die Gleichung (2.5) identisch,

o u(z) geniigt den Randbedingungen (2.6).



2.2.1 Betrachtung der Differentialgleichung (2.5)

Eine klassische Losung von (2.5) muss die ersten beiden Eigenschaften der obigen
Definition besitzen.

Definition 2.13 Linear unabhingige Funktionen. Zwei Funktionen u; (z) und
uz2(x) heiflen im Intervall (a,b) linear unabhéngig, wenn aus

crur(z) + coua(z) =0 fiir alle = € (a,b)
folgt, dass ¢ = co = 0 ist. Sie heilen linear abhéngig, wenn sie nicht linear un-

abhéngig sind. a

Bemerkung 2.14 Wronski—-Determinante. Sind zwei in (a,b) linear abhiingige
Funktionen in (a, b) stetig differenzierbar, so folgt aus der Bedingung fiir die lineare
Abhéngigkeit auch, dass

1w (¢) + pu(e) = 0 fir alle 2 € (a,0).

Demzufolge sind mit u(x),us(x) auch uj(z), ub(z) linear abhéngig. Das bedeutet,
dass das homogene lineare Gleichungssystem

ui(x) wue(x) a\_(0
@) wia) )\ e 0
eine nichttriviale Losung besitzt. Es folgt, dass die sogenannte Wronski—Determinante
ui(z)  uz(z) )
W (z) := det
= () 0

fiir alle € (a,b) gleich Null sein muss. Die Umkehrung gilt allerdings nicht: die
Wronski-Determinante kann fiir alle 2 € (a, b) verschwinden, auch wenn zwei Funk-
tionen linear unabhingig sind. Ein Beispiel dazu findet man in [Emm04]. a

Abbildung 2.4: Links: Joseph Marie Wronski (1758 — 1853), rechts: Joseph Liouville
(1809 — 1882).



Lemma 2.15 Lineare Unabhingigkeit zweier Losungen der homogenen
Differentialgleichung. Sei xo € (0,1) beliebig gewdhlt. Zwei in (0,1) gegebene
klassische Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit stetigen Koeffizienten sind genau dann linear unabhdngig, wenn die zugehdorige
Wronski—Determinante an der Stelle xg ungleich Null ist.

Beweis: Der Beweis ist an sich aus Vorlesungen iiber gewéhnliche Differentialglei-
chungen bekannt.

1) W(zo) #0 = lineare Unabhingigkeit. Seien ui(x) und uz(z) klassische Losungen
von

—u"(z) + b(@)u/ (z) + c(x)u(z) =0, = € (0,1),
wobei b, ¢ € C(0,1) sind. Fiir die Wronski-Determinante gilt dann mit Produktregel

W' (z) (w1 (z)up(x) — ) (2)uz())’
) (@ )UIQ(»T) + u(2)us () — uy (v)uz (@) — uy(z)us(z)
( Jus (x) — uf (x )u2(x)
b(fﬂ) (ul(ff)u/ﬂ(m) - ulx( Juz(2)) + (@) (ur(z)uz(z) — u1(z)uz(z))
= blz)W(x).

Mithin 16st die Wronski—-Determinante die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ord-

nung

y'(z) = b(z)y(a).
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist durch die die Liouvillesche Formel
gegeben. Angewandt auf die Differentialgleichung fiir W (z) gilt dann fiir jedes zo € (0,1)

W (z) = W(xo) exp (/I: b(€) d§> , x€(0,1).

Da die Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, ist die Wronski—Determinante
genau dann fiir alle € (0, 1) gleich Null beziehungsweise ungleich Null, wenn sie an einer
beliebigen Stelle zo € (0,1) gleich Null beziehungsweise ungleich Null ist. Insbesondere
gilt im Fall W (zo) # 0 nach Bemerkung 2.14, dass u1(x) und u2(z) nicht linear abhéingig
sind.

i) lineare Unabhingigkeit =—> W (zg) # 0. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. An-
genommen, u1(z) und uz(z) seien zwei linear unabhingige Losungen und die Wronski-
Determinante verschwinde in o € (0,1). Nach Teil i) verschwindet sie dann im gesamten
Intervall (0, 1). Dann gibt es eine nichttriviale Losung des Gleichungssystems

(u w0 ) (2)=(9)

v(x) = crui(x) + coua(x).

Betrachte die Funktion

Insbesondere gelten dann v(zo) = v'(xo) = 0. Wegen der Linearitéit geniigt v(z) ebenfalls
der Differentialgleichung. Somit 16st v(x) das Anfangswertproblem

—v" (z) + b(z)v'(z) + c(x)v(z) =0, =z € (20,1), v(z0)=0"(x0) =0

fiir jedes zo € (0,1). Mit dem Satz von Picard-Lindelof zeigt man, dass dieses Anfangs-
wertproblem nur die triviale Losung besitzt. Also ist v(z) = 0 fiir alle z € (0,1). Dies
widerspricht jedoch der linearen Unabhiingigkeit von ui(z) und ua(z). [ |

Satz 2.16 Superpositionsprinzip. Betrachte die homogene, lineare Differential-
gleichung
—u”" +b(z)v +c(z)u=0, z€(0,1),

mit Koeffizienten b, c € C([0,1]). Dann gibt es zwei linear unabhingige Lisungen in
C?([0,1]) und jede Klassische Losung ist als Linearkombination dieser darstellbar.
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Abbildung 2.5: Links: Charles Emile Picard (1856 — 1941), rechts: Ernst Leonard
Lindelsf (1870 — 1946).

Beweis: Der Beweis ist an sich aus Vorlesungen iiber gew6hnliche Differentialglei-
chungen bekannt.

1) Existenz und Eindeutigkeit der Lisung des Anfangswertproblems. Man kann die Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung (2.5) als dquivalentes System erster Ordnung schreiben

2 (0 )= (et ot ) (V)

Nach dem Satz von Picard-Lindeldf gibt es zu vorgegebenen Anfangsbedingungen u(zo),
u'(z0), w0 € (0,1), eine eindeutig bestimmte Lésung (u(z), v’ (x)) des Anfangswertproblems
in [0, 1]. Jede Komponente der Losung liegt in C ([0, 1]), woraus u € C?([0, 1]) folgt.

i1) Existenz von zwei linear unabhdngigen Losungen. Seien uq(z) die Lésung zu den
Anfangswerten u(zo) = 1,u(z0) = 0 und uz(x) zu den Anfangswerten u(zo) = 0, (zo) =
1. Fiir die Wronski-Determinante gilt

W(xo) = Ul(mo)u/z(zo) - U/l(zo)u2(1'0) =1L
Nach Lemma 2.15 sind u1(z) und uz(x) linear unabhéngig.
i11) Darstellung jeder klassischen Lisung als Linearkombination. Jede Linearkombina-~
tion
u(z) = crur(z) + coua(x), c1,02 €R,
ist wieder Losung der Differentialgleichung. Betrachte eine Funktion der Gestalt
w(z) = u(wo)ui(z) + v (zo)uz(z), = € [a,b], u(zo),u (x0) € R.

Diese Funktion erfiillt das Anfangswertproblem zu den Anfangswerten u(zo),u’ (o). Aus
der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems folgt, dass jede Losung der Diffe-
rentialgleichung in dieser Gestalt dargestellt werden kann. |

Satz 2.17 Klassische L6sung der inhomogenen Differentialgleichung. Be-
trachte die inhomogene, lineare Differentialgleichung

—u" +b(x)u + c(z)u = f(z), =€ (0,1),

mit b,c, f € C([0,1]). Dann gibt es eine klassische Lisung uy,(z), die sogenannte
partikuldre Lisung, und jede klassische Losung ist darstellbar als

u(z) = crur (x) + cous(x) + up(x), c1,00 €R,

wobei {u1(x),uz(x)} ein System von zwei linear unabhingigen Lisungen (Funda-
mentalsystem) der zugehérigen homogenen Gleichung ist. Es gilt u € C?([0,1]).

11



Beweis: Mit dem globalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf,
Ubungsaufgabe. |

2.2.2 Betrachtung des Randwertproblems (2.5), (2.6)

Beispiel 2.18 Nichteindeutigkeit der Losung eines Dirichlet—Randwert-
problems. Betrachte die Differentialgleichung

—u"(z) — u(x) = 0.
Die allgemeine Losung dieser homogenen, linearen Differentialgleichung lautet
u(xr) = cycosx + cosinz, c¢p,c0 € R.
e Seien die Randbedingungen
w(0) =u(r/2) =1

gegeben, dann lautet die eindeutig bestimmte Losung u(z) = cosz + sin z.
e Sind die Randbedingungen

u(0) =u(r) =1

gegeben, dann besitzt das Randwertproblem keine Losung, da gleichzeitig
c1 =1 als auch ¢; = —1 gelten miissten.
e Seien die Randbedingungen

u(0) =1, wu(r)=-1

vorgelegt, dann gibt es unendlich viele Losungen, denn es folgt aus den Rand-

bedingungen lediglich ¢; = 1. Der Wert c2 kann beliebig gew#hlt werden.
Dieses Beispiel zeigt, dass selbst in einfachen Fillen keine eindeutige Losung des
Randwertproblems (2.5), (2.6) existieren muss. Es wird sich zeigen, dass die Koeffi-
zientenfunktionen bestimmte Bedingungen erfiillen miissen, damit diese Eigenschaft
gegeben ist. a

Satz 2.19 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Modellproblems
mit homogener rechter Seite. Gegeben sei das Randwertproblem (2.5), (2.6)
mit b € C1([0,1]), c € C([0,1]) und f(z) = 0. Gilt fiir alle x € (0,1)

1 1
é(x) == ZbQ(x) — §bl(x) +¢(x) >0, (2.7)
so besitzt das Problem (2.5), (2.6) nur die triviale Losung.

Beweis: Zuniichst ist offensichtlich, dass u(z) = 0 eine Losung des gestellten Problems
ist.
Angenommen, u(x) #Z 0 sei eine weitere klassische Losung. Nach Satz 2.17 gilt u €
C?([0,1]). Mit der Transformation von Bemerkung 2.8 erhiilt man das Problem
—i"(z) + &(x)a(z) =0, =€ (0,1), @(0)=a(1l) =0.

Eine Losung dieses Problems ist @(z) = 0. Sei @(z) eine weitere Losung. Multipliziere nun
die Gleichung mit dieser Losung und integriere partiell. Das fiihrt auf

0

/0 (—i" (2)ilx) + &(x)i(x)) do

1
0

[ (@@ +cwitw) .

=" (1)a(1) + @"(0)@(0) +/ ((ﬁ'(z))2 + é(a:)fﬁ(:c)) dx

12



da @(x) an den Randpunkten verschwindet. Wegen é(z) > 0 ist der Integrand nichtnegativ,
also muss er verschwinden. Daraus folgt insbesondere (@' ())* = 0, also @ () = 0, woraus
u(z) gleich konstant folgt. Wegen der Stetigkeit von @(z) und wegen der Randbedingungen
folgt @(x) = 0. Daraus ergibt sich aber auch

ul(z) = @) exp (% /0 NG ds) —o,

im Widerspruch zur Annahme. u

Bemerkung 2.20 Konstante Koeffizienten. Im Spezialfall konstanter Koeffizi-
enten reduziert sich Bedingung (2.7) auf

2

b
D::ZJcmO.

Auch fiir den Fall D < 0 kann man das Losungsverhalten des Randwertproblems
genau beschreiben, Ubungsaufgabe. |

Bemerkung 2.21 Anderes Kriterium zur Eindeutigkeit der Lo6sung des
vollhomogenen Randwertproblem. Betrachte das Randwertproblem (2.5), (2.6)
mit homogener rechter Seite. Seien wuj(x), uz(x) zwei linear unabhéingige Losungen
der Gleichung und bezeichne

o (w(0) us(0)
R'*det( n(l) us(l) )

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet
u(x) = cruy(z) + coua(x).
Die Koeffizienten bestimmen sich aus den Randbedingungen
0 = c1u1(0) + cou2(0), 0= cuy(1l) + coua(1),

was zur Losung des linearen Gleichungssystems

(751 (O) U (O) C1 _ 0
ur(1)  ug(1) C2 0
dquivalent ist. Diese Losung ist genau dann eindeutig (¢; = ¢o = 0), falls R # 0 gilt.

Genau in diesem Fall besitzt das vollhomogene Randwertproblem nur die triviale
Losung. a

Bemerkung 2.22 Zum inhomogenen Randwertproblem. Betrachte nun das
Randwertproblem (2.5), (2.6) mit inhomogener rechter Seite. Seien u1 (), ug(x) zwei
linear unabhéngige Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und

Alw) = det(Zigg; gog) B(x) ;:det(zﬁg ((13)

Fiir die Betrachtung des Randwertproblems mit inhomogener rechter Seite, wird
der Begriff der Greenschen Funktion wiederholt. a

heif3t Greensche

Definition 2.23 Green?sche Funktion. Die Funktion I'(z,¢)
=u(l) =0, wenn:

Funktion fiir das homogene Randwertproblem Lu = 0, u(0)

2Georg Green (1793 — 1841)
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1. (=, &) ist stetig auf dem Quadrat @ := {(z,§) : =,£ € [0,1]}.
2. In jedem der Dreiecke

Qr:={(z,§) : 0<{<x <1}, Q:={(2,§) : 0<x<ELS T}

existieren stetige partielle Ableitungen I';(z, ) und I'yy(x, ).

3. Bei festem £ € I = (0,1) ist I'(z,€) als Funktion von x eine Lésung von
LT =0firxz#¢ x €.

4. Auf der Diagonalen x = £ besitzt die erste Ableitung eine Sprung der Form

Iy(x+0,2) —Ty(z—0,z) = 0<z<l,

L
p(x)’

o) =esp (1 [ o00) as)

5. T(0,¢) =T(1,€) = 0 fiir alle € € (0,1).
Od

Satz 2.24 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Modellproblems
mit inhomogener rechter Seite. Betrachte das Modellproblem (2.5), (2.6) mit
byc, f € C([0,1]). Besitzt das zugehirige Randwertproblem fir die Gleichung mit
homogener rechter Seite nur die triviale Losung, so besitzt das Randwertproblem
(2.5), (2.6) genau eine klassische Lisung. Diese hat die Gestalt

ul(z) = /0 P(x.€) () d

mit der Greenschen Funktion

1 { A(€)B(x) fuir0<&<z <1,

T@8 = 7Ww@ | A@)B(e) firo<es<é<l.

Beweis: Dass I'(z, £) eine Greensche Funktion ist, rechnet man direkt nach. Die Exi-
stenz einer Losung zeigt man, indem man nachrechnet, dass u(z) Losung des Randwert-
problems (2.5), (2.6) ist. Die Eindeutigkeit folgt schlieBlich analog zu Bemerkung 2.21,
indem man zeigt, dass sich die freien Parameter der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung unter den gegebenen Voraussetzungen eindeutig bestimmen lassen. |

Dass das vollhomogene Problem nur die triviale Losung besitzt, ist beispielsweise
gegeben, wenn (2.7) erfiillt ist. Die Umkehrung des vorstehenden Satzes gilt auch.

Satz 2.25 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Modellproblems
mit homogener rechter Seite. Besitzt das inhomogene Randwertproblem (2.5),
(2.6) fiir ein f(x) € C([0,1]) genau eine klassische Lisung, so besitzt das zugehdorige
Randwertproblem mit homogener rechter Seite nur die triviale Ldsung.

Beweis: Sei u(z) die eindeutige klassischen Losung des inhomogenen Randwertpro-
blems fiir f(x). Sei up(x) eine nichttrivale Losung des vollhomogenen Randwertproblems,
dann folgt auf Grund der Linearitéit des Problems, dass dann u(z) 4 ux(z) eine klassischen
Losung des Randwertproblems zum selben f(z) ist, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Einzigkeit dieser Losung. u

Folgerung 2.26 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Modellpro-
blems mit beliebigen Dirichlet—-Randdaten. Betrachte das Modellproblem (2.5)
mit b € CL([0,1]), ¢, f € C([0,1]) und mit den Dirichlet-Randdaten u(0) = a,
u(l) = b mit a,b € R. Gilt fiir alle x € (0,1) die Beziehung (2.7), dann existiert
genau eine klassische Losung.
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Beweis: Inhomogene Dirichlet—Randdaten kénnen in die rechte Seite transformiert
werden, siehe Bemerkung 2.4. Diese Transformation ist zweimal stetig differenzierbar und
sie kann so erfolgen, dass die neue rechte Seite stetig in [0, 1] ist. Fiir das so erhaltene
Problem mit homogenen Dirichlet—Randbedingungen kann man die obigen Aussagen an-
wenden. Nach Satz 2.19 besitzt das vollhomogene Problem nur die triviale Lésung. Aus
Satz 2.24 folgt, dass es genau eine klassische Losung gibt. Da die Riicktransformation zwei-
mal stetig differenzierbar ist, existiert damit genau eine klassische Losung fiir das Problem
mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. |

Bemerkung 2.27 Es gibt auch andere hinreichende Bedingungen als (2.7) dafiir,
dass das vollhomogene Problem nur die triviale Losung besitzt, sieche Folgerung
2.35. O

2.3 Maximumprinzip und Stabilitit
Bemerkung 2.28 Im Folgenden sei L der durch
(Lu)(z) := —u"(z) + b(z)u'(x) + c(x)u(z), =z € (0,1)

definierte lineare Differentialoperator, der fiir b,c € C([0,1]) offenbar C2(0,1) in
C(0,1) abbildet. O

Lemma 2.29 Seien b € C([0,1]) und c(z) = 0 fir alle x € [0,1]. Dann gilt fir
jedes u € C%(0,1) N C([0,1])
i) aus (Lu)(x) < 0 fir allexz € (0,1) folgt u(xz) < max{u(0),u(1)} firz € [0,1],
i) aus (Lu)(x) > 0 fir alle x € (0,1) folgt u(x) > min{u(0),u(1)} firx € [0,1].

Beweis: Es braucht nur i) gezeigt zu werden. Die Aussage ii) ergibt sich dann, wenn
u(z) durch —u(z) ersetzt wird.

Es wird zuerst gezeigt, dass aus der schéirferen Voraussetzung (Lu)(z) < 0 auf (0,1)
die Behauptung folgt. Angenommen, die Funktion u(z) nimmt ihr Maximum nicht am
Rand, sondern im Inneren des Intervalls an. Dann gibt es ein x¢ € (0,1), mit u'(z0) = 0
(lokales Extremum) und u”(x9) < 0 (lokales Maximum). Es folgt

—u" (z0) + b(xo)u' (z0) = —u" (20) > 0,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Nun wird i) gezeigt. Hierzu sei fiir §, A > 0

w(z) =6e™, xz€[0,1].
Ist A hinreichend grof3, A > maxgeo,1] b(x), so gilt fiir alle 2 € (0,1)
(Lw)(x) = —Nw(z) + b(x)dw(z) = —A (A — b(z)) w(z) < 0.
Mit der Linearitdt des Differentialoperators folgt
(L(u +w)) (z) = (Lu)(z) + (Lw)(z) < 0.
Nach dem ersten Teil des Beweises gilt
u(z) + w(x) < max{u(0) +w(0), u(l) + w(l)}.

Fiir § — 0 ergibt sich die Behauptung. |

Satz 2.30 Maximumprinzip. Seien b,c € C([0,1]) und c¢(z) auf [0, 1] nichtnega-
tiv. Dann gilt fiir jedes u € C%(0,1) N C([0,1])
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i) aus [(Lu])(x) < 0 fir alle x € (0,1) folgt u(x) < max{0,u(0),u(1)} fir
z € (0,1],
ii) ﬁ)usl](Lu)(x) > 0 fir alle x € (0,1) folgt u(z) > min{0,w(0),u(1)} fir z €

Beweis: Wiederum ergibt sich die zweite Aussage aus der ersten, wenn man dort u(z)
durch —u(z) ersetzt.
Da u(x) in [0, 1] stetig ist, ist die Menge

Mt ={z € (0,1) : u(z) >0}

entweder leer oder die Vereinigung offener Teilintervalle von (0, 1), Analyis I. Sei MT = (),
sei also u(z) in (0,1) nichtpositiv. Dann ist die die Behauptung trivialerweise erfiillt.
Sei MT = (0,1). Dann gilt fiir z € (0,1)

—u"(x) + b(@)u' (z) < —u"(x) + b(x)u' () + c(x)u(z) = (Lu)(x) < 0.

Nach Lemma 2.29 folgt
u(z) < max{u(0),u(1)},
was die Behauptung auch in diesem Falle zeigt.

Sei nun @ # M™ # (0,1). Es wird gezeigt, dass M™ an 0 oder 1 heranreichen muss.
Sei (ao,bo) € M™. Gelten ag # 0 und u(ag) > 0, so folgt, wegen der Stetigkeit von wu(z),
dass entweder u(0) > 0 oder ein 0 < a1 < ao existiert mit u(a;) = 0. Analoges gilt fiir bo.
Man kann daher ag = 0 oder u(ag) = 0 sowie by = 1 oder u(bg) = 0 annehmen. Das heifit
man wihlt M™ gréBtmaoglich. Nach der Voraussetzung gilt fiir alle 2 € (ao, bo)

(Lu)(z) <0 = —u"(z) +b(z)u' (z) < —c(z)u(x) < 0.
Damit kann man wieder Lemma 2.29 anwenden. Es folgt also fiir alle « € (ao, bo)
0 < u(z) < max{u(ao),u(bo)}. (2.8)

Offenbar kann nicht zugleich u(ao) = u(bo) = 0 gelten, denn dies wiirde dieser Relation
widersprechen. Der Fall ap = 0,bp = 1 wurde bereits betrachtet. Es bleiben die Félle
ap = 0 und u(bo) = 0 sowie u(ag) = 0 und by = 1.

Damit ist gezeigt: Ist dic Menge M™ nicht leer, so gibt es Zahlen &, b € [0, 1] mit a < b,
so dass

M =(0,a)U (b, 1),
wobei u(@) = 0 wenn & # 0, und u(b) = 0, wenn b # 1. Mit (2.8) gilt, fiir z € (0,1)

u(z) < max{ rria)g)u(x), max u(x),O}
z€(0,a z€(b,1)
< max{max{u(O),u(d)},max{u(i)),u(l)},O}

= max{0,u(0),u(1)}.

Bemerkung 2.31 Physikalische Interpretation. Das Modellproblem (2.5), (2.6)
lésst sich schreiben als

(Lu)(z) = f(z), u(0)=uo,u(l) =us.

Ist (Lu)(z) < 0 fiir alle € (0,1), das heiBt f(x) < 0 fiir alle z € (0,1), so gibt
es in (0,1) keine Quellen von u(x). Das Maximumprinzip besagt dann, dass falls
wenigstens einer der Randwerte positiv ist, u(z) seinen groften Wert auf dem Rand
annimmt. Ist u(x) beispielsweise eine Konzentration und gibt es im Gebiet keine
Konzentrationsquellen, dann existiert im Gebiet kein lokales Konzentrationsmaxi-
mum, welches hoher als die Konzentration am Rand ist. a

16



Folgerung 2.32 Inverse Monotonie, Isotonie, Vergleichsprinzip. Unter den
Voraussetzungen von Satz 2.30 folgt fiir zwei Funktionen u,v € C%(0,1) N C([0,1])
mit u(0) < v(0) und u(l) < v(l) aus (Lu)(z) < (Lv)(z) fir x € (0,1), dass
u(z) <wv(z) firz € [0,1].

Beweis: Satz 2.30 ist auf die Differenz (u — v)(z) anzuwenden. [ ]

Mit Hilfe des Maximumprinzips kann man nun eine Stabilitdtsabschétzung fiir
Losungen des inhomogenen Randwertproblems beweisen, welche die stetige Abhén-
gigkeit der Lésung von den Daten zeigt.

Satz 2.33 Stabilitédt der Losung und stetige Abhéingigkeit von den Daten.

Vorgelegt sei das Randwertproblem (2.5), (2.6), mit b,c, f € C([0,1]). Ist c(z) auf

[0,1] nichtnegativ, so gilt fiir jede klassische Lisung u(x) die Abschitzung
lulleoay < Allflleqo)

wobei die Konstante A > 0 von b(z), c(x) abhingt, aber nicht von f(x).

Beweis: Fiir ein noch zu spezifizierendes A > 0 setzt man
w(z) = Be™ — A, xe(0,1),

mit
A:=AB, B:=|flcqpa, A= —1>0

Dann gilt fiir z € (0, 1)

)

(Lw)(z) = — (N =\b(x) — c(z)) Be™ — Ac(z)
< — (N = Ab(x) — c(x)) Be™.

Nun wihlt man X derart, dass (A* — Ab(x) — c(z)) e*” > 1. Diese Relation ist erfiillt, wenn
A grof} genug ist, etwa

~ z€[0,1] 2 4

A > max <b(x) + B () +c(z) + 1) )

da e > 1. Dann gilt fiir alle z € (0,1)

(Lw)(z) £ =B = — ”fHC([O,l]) :
Es folgt fiir alle z € (0,1) mit Hilfe der Normdefinition im Raum der stetigen Funktionen
(L(Fu+w))(z) = £f(z) + (Lw)(z) < [f@)] = [Ifllc o,y <0
Nach dem Maximumprinzip gilt
tu(z) + w(z) < max{0,+u(0) + w(0), £u(l) + w(1)} = max{0, w(0),w(1)}.
Damit folgt fiir alle z € (0, 1)
+u(z) < max{0,w(0),w(1)} — w(z).

Aus e*® > 1 folgt
w(z) > B—A=w(0), w(l)=Be — A,

also
lu(@)] < max{0,w(0),w(1)} —w(z) < max{0,B — A, Be* — A} + A— B
= max{A — B,0,B(e* — 1)} = max{4 — B,0,AB} = max{A — B,0, A} = A,
was die Behauptung war. |
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Bemerkung 2.34 Nichtnormiertes Problem. Fiir das nichtnormierte Problem
(2.1), (2.2) mit Dirichlet-Randbedingungen u(d) = «, u(e) = 3 erhélt man analog

[ullee,ay < Al llege,a +max{lal, |51},

wobei A jetzt auch von e — d abhéingen kann, aber nicht von a, 8 abhéngt, [EmmO04,
Satz 2.5.4], Ubungsaufgabe.

Dass diese Abschétzung tatséchlich eine Stabilitétsabschitzung ist, sieht man,
wenn man sie auf die Differenz u(x) — %(z) anwendet. Dabei sei u(z) Losung des
exakten Problems und #(z) Losung eines Problems mit gestorter rechter Seite f
oder gestorten Randbedingungen &, 3. Aus der Linearitiit des Problems folgt sofort

=l egeay < A 7| ; +max {lo—al, |8 - A}

C(le,d

Das bedeutet, Anderungen der Losung hingen stetig, in der Norm von C([e, d]),
von den Daten ab. a

Folgerung 2.35 Eindeutigkeit der Losung des homogenen Problems. Ge-
geben sei das Randwertproblem (2.5), (2.6), mit b,c € C([0,1]) und f(x) = 0. Ist
c(x) auf [0,1] nichtnegativ, so besitzt das Problem nur die triviale Losung u(x) = 0.

Beweis: Das folgt unmittelbar aus der Abschétzung von Satz 2.33, da o,y =0
ist. |

Bemerkung 2.36 Diese Aussage folgt auch schon aus dem Maximumprinzip, Satz
2.30, weil fiir ein homogenes Problem beide Teile i) und ii) dieses Satzes gelten und
u(0) = u(1) = 0 ist. O

Folgerung 2.37 Eindeutigkeit der Loésung des inhomogenen Problems.
Vorgelegt sei das Randwertproblem (2.5), (2.6) mit b,c, f € C([0,1]). Ist c(x) auf
[0, 1] nichtnegativ, so besitzt das Randwertproblem genau eine klassischen Lisung.

Beweis: Das folgt unmittelbar aus Folgerung 2.35 und Satz 2.24. [ |

Jetzt wird noch das starke Maximumprinzip eingefiihrt.

Lemma 2.38 Seien b,c € C([0,1]), sei e(x) auf [0,1] nichinegativ und gelte u €
C?(0,1)NC([0,1]). Gilt (Lu)(x) < 0 fiir alle z € (0,1), so kann u(z) kein nichtne-
gatives Mazimum im Inneren des Intervalls annehmen.

Beweis: Angenommen, es giéibe ein nichtnegatives inneres Maximum zo € (0, 1). Dann
sind u(zo) > 0, v/ (zo) = 0 und u” (zo) < 0. Damit folgt

(Lu)(w0) = —u" (o) + b(xo)u' (z0) + c(xo)u(xo) > 0,

im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Satz 2.39 Starkes Maximumprinzip. Seien b,c € C([0,1]) und sei c(x) auf
[0,1] michtnegativ. Nimmt v € C%(0,1) N C([0,1]) im Inneren des Intervalls ein
nichtnegatives Mazimum an und gilt (Lu)(z) < 0 fir alle x € (0,1), so ist u(x)
konstant.

Beweis: Die Funktion u(z) nehme in zo ein nichtnegatives lokales Maximum an. Es
gilt insbesondere u(zo) > 0.

Angenommen, u(z) sei nicht konstant. Dann gibt es ein z2 € (0,1) mit u(z2) < u(zo).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 2 > xg, der Fall z2 < z¢ kann analog behandelt
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werden. Wiihle 22 und 1 € [0, zo) so, dass u(x) in o das grofite lokale Maximum beziiglich
[z1, z2] annimmt. Dieses wird in einem abgeschlossenen Intervall angenommen.
Es sei fiir §,A >0

w(z) =46 (ek(zﬂ”(’) — 1) , @ € [r1, 2]

Offenbar gelten
<0 fir z < xo,
w(z){ =0 firz=xo,
>0 fiir x > xo.

Nun wéhlt man A hinreichend gro8, etwa

A > max (b(w)+ bi(f)—i—c(z)>,

z€lwy,ma] \ 2

so dass fiir alle x € (z1, x2) gilt

(Lw)(z) = — (A* = Ab(z) — c(x)) 67770 — ¢(2)d < 0.
Dann gilt nach Voraussetzung auch

(L(u+w))(z) = (Lu)(z) + (Lw)(z) < 0, x € (x1,z2).
Jetzt wird 9 so klein gewihlt, dass

u(z2) + w(ze) < u(zo).
u(z) +w(x) < wulxo), firz e (x1,0),

u(zo) + w(zo) = u(xo) >0,
w(xz) + w(z2) < wulzo),

nimmt die Funktion (u+w)(z) in (x1,22) ein nichtnegatives Maximum an. Das steht nach
Lemma 2.38 im Widerspruch zu (L(u + w))(z) < 0. Demzufolge ist die Annahme, dass
u(z) nicht konstant ist, falsch. [ |

Bemerkung 2.40 Minimumprinzipien. Durch Ersetzung von w(z) mit —u(x)
erhélt man aus den Maximumprinzipien entsprechende Minimumprinzipien. O
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