Loésungen zum 15. Aufgabenblatt fiir MfI 2

1. Aufgabe :

1. Fall:
f=0— f~1{0} =R, sowohl offen als auch abgeschlossen.

2. Fall:
f besitzt keine Nullstelle, d.h. f=1 {0} = (), sowohl offen als auch abge-
schlossen.

3. Fall (sonst): Behauptung: f~! {0} ist abgeschlossen.

z.z.: f~IR\{0} ist offen.

Sei a € f(R), a # 0. Betrachte f~!{a}. Sei z € f~1 {a}; da f stetig ist,
gibt es eine offene Kugel B(x,¢), so dass f(y) # 0 Vy € U(z,¢). D.h.
ist innerer Punkt von f~! {R\{0}}. Das gilt fiir alle a € f(R), a # 0
und fiir alle Urbilder z € f~! {a}. Damit besteht f~! {R\{0}} nur aus

inneren Punkten, ist also offen.
= f~1{0} ist abgeschlossen.

2. Aufgabe :

(a)
f(@) =sin(z), z€(0,2r) — [f((0,2m))=[-1,1]

Analog;:
Bild einer abgeschlossenen Menge muss nicht abgeschlossen sein.

f:(0,1) — R, z—— 2z mit (0,1) abgeschlossen in X!
~——
X
— f((0,1)) = (0,1) ist offen in R
(b) Da lim f(z) =—-ocound lim f(z)=4occ und f stetig ist,

TrT——0Q r——+00

gilt mit ZWS, dass f mindestens eine reelle Nullstelle besitzt.



3. Aufgabe :
Sei x; eine Unstetigkeitsstelle, d.h.

Ergof(x) # Errgof(x)-

ObdA sei f(x) monoton wachsend. Dann gilt:

a; = lim f(z) < lim+0 flx)=1b;

Y
x $i

Fiir jede Unstetigkeitsstelle z; — x; gilt wegen Monotonie b; > a; und fur jede
Unstetigkeitsstelle x5, < x; gilt by < a;. Die Intervalle [a;, b;] sind also disjunkt.
In jedem dieser Intervalle liegt eine rationale Zahl. Hitte f(z) iiberabzihlbar
viele Unstetigkeitsstellen, gébe es tiberabzéhlbar viele rationale Zahlen.

— Widerspruch !



