FRrREIE UNIVERSITAT BERLIN
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Berlin, den 14. September 2011

A posteriori Optimierung von Parametern in
stabilisierten Finite-Elemente—Methoden fiir

Konvektions-Diffusions-Gleichungen

Masterarbeit

von

Ulrich Wilbrandt

Ulrich Wilbrandt
Ulrich.Wilbrandt@fu-berlin.de


mailto:Ulrich.Wilbrandt@fu-berlin.de

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 FEM
2.1 Notation und

Sobolev-Rdume . . . . . . . . .. ... ...

2.2 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen . . . . . . . . . .. ..
2.2.1 Schwache Lésungen . . . . . . . .. ... ... oo
2.3 Finite-Elemente-Methode . . . . . . . . . ... ..o
2.3.1 Galerkin-Methode . . . ... ... ... 000

2.3.2 Gitter
2.3.3 Finite

Elemente und Finite-Elemente-Riume . . . . . . . . .

2.3.4 Finite-Elemente-Methode . . . . . . . . .. .. ... ... ..
2.4 Streamline Upwind Petrov-Galerkin-Methode . . . . . . . . ... ..
2.4.1 Analysis der SUPG-Methode . . . . .. ... ... ... ...

3.1 Allgemeine H

A Posteriori Parameterbestimmung

erangehensweise . . . . . . ... ... L.

3.2 Berechnung des Gradienten . . . .. ... ... ... . ... ..

3.3 BFGS-Verfah

TEIL . . . . . L L. Lo o oo e e e e s e e e e e e

3.3.1 Abstiegsrichtung . . . . . .. ... L
3.3.2 Schrittweite . . . . . ..o

3.3.3 Approximation der Hessematrix . . . . . . . .. ... .. ...
334 L-BFGS . . . .. . . .o

Diskussion von méglichen Funktionalen

4.1 Residuale Funktionale . . . . . . . . . .. .. ... ... ...

4.2 Min/Max-Pri

NZIPIEN . . . . . . Lo

Numerisches Beispiel

5.1 Problembeschreibung . . . . . ... ... oo 0oL

5.2 FErgebnisse .
5.3 Auswertung

6 Ausblick

33
33
34
36
37
38
40
41

45
45
48

50
20
52
63

65



1 Einleitung

In dieser Arbeit werden Konvektions-Diffusions-Gleichungen betrachtet. Sie model-
lieren vielfaltige Prozesse in Natur und Technik. Man stelle sich beispielsweise einen
schnell fliefenden Fluss vor, der an einer Stelle durch eine Substanz verunreinigt
wird. Die zu untersuchende Frage ist, wie genau sich diese Substanz ausbreitet. Hier-
bei spielen zwei physikalische Prozesse eine wichtige Rolle. Zum Einen wird die Sub-
stanz von der Stromung des Flusses mitgetragen. Dieser Vorgang heikt Konvektion.
Es ist jedoch auch zu beobachten, dass eine solche Substanz Gebiete erreicht, in
die es die Konvektion allein nicht getragen hétte. Der Grund dafiir ist Diffusion.
Sie bezeichnet das Vermischen von Teilchen, zum Beispiel aufgrund von verschieden
Konzentrationen. Dies ist auch der Grund warum sich Milch in Kaffee vollstindig
verteilt, auch wenn nicht geriihrt wird. Dass trotzdem die meisten Kaffeetrinker,
nachdem sie ihre Milch hinzugegeben haben, umriihren, liegt an den verschiede-
nen Grofenordnungen der beiden genannten Prozesse. Die Diffusion ist in diesen
Beispielen sehr viel kleiner als die Konvektion, man sagt das Problem ist konvek-
tionsdominant. Die Namensgebung der Konvektions-Diffusion-Gleichungen stammt
groftenteils aus der Stromungslehre. Gleichungen dieses Typs modellieren jedoch
noch weitere physikalische Phénomene, beispielsweise die Elektronenkonzentration
in Halbleiterbauelementen.

Ein wichtiges charakteristisches Merkmal von Lsungen von Konvektions-Diffusions-
Gleichungen sind sogenannte Grenzschichten. Dies sind Teile des Gebiets, in denen
die Losung sehr grofte Gradienten aufweist. Das numerische Losen dieser Gleichun-
gen ist im konvektionsdominanten Fall eine grofte Herausforderung. Im Allgemeinen
ist es nicht moglich mit Standardmethoden, zum Beispiel Finiten Differenzen oder
Finiten Elementen, akzeptable Ergebnisse zu erzielen. Der Grund ist, dass diese Ver-
fahren versuchen, die wichtigsten Merkmale der Lésung aufzulésen. Das kann jedoch
nicht funktionieren, da die Grenzschichten viel feiner sind als die verwendeten Git-
ter. Damit kommen die Verfahren nicht zurecht. Sie liefern oft Lésungen, die durch
starke unphysikalische Oszillationen gekennzeichnet sind und daher als unbrauchbar
eingestuft werden. Vielmehr sind angepasste Verfahren notwendig, die auch fiir stark
dominierende Konvektion noch verldssliche Resultate liefern.



1. Einleitung

Ein vor etwa 30 Jahren durch Brooks und Hughes, [BH82, HB79], entwickeltes Ver-
fahren ist die ,streamline upwind Petrov—Galerkin“-Methode (SUPG). Um die nume-
rische Losung zu stabilisieren, wird zusétzliche Diffusion in Stromlinienrichtung hin-
zugefiigt. Daher heifst dieses Verfahren auch Stromlinien—Diffusions—Methode. Diese
Art der Stabilisierung fithrt auf jeder Gitterzelle eines der Rechnung zu Grunde
liegenden Gitters einen zu wihlenden Parameter ein. Die genaue Wahl dieser so-
genannten SUPG-Parameter ist nicht vorgegeben. Aus der Analysis ist lediglich ei-
ne asymptotische Vorgabe bekannt. Aukerdem gibt es eine Standardwahl, welche
in einer Dimension knotenexakte Losungen liefert, im Allgemeinen gilt dies jedoch
nicht in mehreren Dimensionen. In Simulationen lasst sich beobachten, dass die Wahl
der SUPG-Parameter grofen Einfluss auf die berechnete Lésung hat. Werden sie zu
klein gewihlt, neigt die Losung wieder zu unphysikalischen Oszillationen, im Falle zu
groker SUPG-Parameter ist die Lésung stark verschmiert, das heifst die Grenzschicht
ist viel breiter als in der Realitét.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren untersucht, welches die SUPG-Parameter a pos-
teriori bestimmt. Dies geschieht, indem mit Hilfe eines geeigneten Funktionals die
Qualitit der Losung gemessen und anschliefend durch das Lésen einer restringier-
ten Optimierungsaufgabe optimiert wird. Das Ziel ist, auf diese Weise Parameter zu
finden, die zu einer Lésung ohne unphysikalische Oszillationen und Verschmierungen
fithren. Zu dieser Herangehensweise gibt es erst eine Arbeit [JKS11]|, welche die-
ses Jahr veréffentlicht wurde. Es werden einige der in [JKS11] als offen bezeichnete
Fragen untersucht.

Es stellt sich heraus, dass diese Vorgehensweise grundsétzlich geeignet ist, um un-
erwiinschte Eigenschaften der berechneten Lésung zu reduzieren. Die Parameter
werden erfolgreich an die berechnete Losung angepasst. Insbesondere werden sie in
Grenzschichten durch die Optimierung vergréfert. Jedoch sind noch immer Oszilla-
tionen vorhanden. Des Weiteren ist die Rechnung sehr aufwindig und die Wahl eines
geeigneten Funktionals bleibt offen.

Im folgenden zweiten Kapitel wird zunéchst auf die Analysis von Konvektions-Diffu-
sions-Gleichungen eingegangen. Anschlieffend wird die Finite-Elemente—-Methode fiir
diese Gleichungen detailliert eingefithrt. Den Abschluss des zweiten Kapitels bildet
die Definition und Analysis der SUPG-Methode. Das Kapitel 3 behandelt die a poste-
riori Parameterbestimmung, insbesondere die Berechnung des Gradienten des Funk-
tionals und das Broyden—Fletcher—Goldfarb—-Shanno—Verfahren (BFGS) zur Losung
des Optimierungsproblems. Zusétzlich wird noch das L-BFGS-Verfahren vorgestellt,
welches geringere Speicheranforderungen hat. Das vierte Kapitel widmet sich der
Diskussion verschiedener moglicher Funktionale. Hier wird zunéchst eine Wahl aus
[JKS11] untersucht. Anschliefsend wird ein Funktional eingefiihrt, welches das Ver-
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letzten von Minimum- und Maximumprinzipien bestraft. Solche Verletzungen sind
bei numerischen Lésungen oft in der Nahe von Grenzschichten zu beobachten. Im
vorletzten Kapitel 5 werden an Hand eines Beispiels die Leistungsmerkmale der vor-
gestellten a posteriori Parameterbestimmung untersucht und ausgewertet. Das letzte
Kapitel bietet einen Ausblick auf mégliche Themen weiterer Forschung.



2 Finite Elemente Methode fur
Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichungen

2.1 Notation und Sobolev-Raume

Um Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen verniinftig einfithren zu koénnen,
braucht man passende Réume, in denen man Losungen sucht. Es wird sich herausstel-
len, dass die sogenannten Sobolev-Riume zusammen mit dem Konzept der schwachen
Losungen dafiir geeignet sind. Die verwendete Notation ist weitestgehend Standard,
wie man sie in den meisten Biichern findet, zum Beispiel in [BS96], [Eva98| oder
[RSTO8]. Im Folgenden ist €2 stets eine beschrinkte, offene und zusammenhéngende
Teilmenge des R?, deren Rand mit 99 bezeichnet wird.

Grundlage der meisten in dieser Arbeit verwendeten Riume sind die Lebesgue—
Raume,

LP(Q) = {f Q=R ’f ist Lebesgue-messbar, [|f|1»q) < oo} ,

fiir 1 < p < oo mit der Norm

£ _JUalF PP dx)l/p falls p < oo,
P esssupyeq [£(x)] falls p = oo,

Zusatzlich sei noch

LP

loc

Q) ={f: Q>R |felP(V)firalle VCV CQ}

definiert. Man identifiziert Funktionen, die fast iiberall ibereinstimmen, sodass mit
f € LP(Q) streng genommen keine Funktion, sondern eine Aquivalenzklasse von
Funktionen gemeint ist. Man spricht trotzdem meistens von einer Funktion f €
LP(Q2), die dann nur fast tiberall definiert ist. Die Lebesgue-Rdume sind mit der
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gegebenen Norm vollstéindig, also Banachriume. Der fiir diese Arbeit besonders in-
teressante Raum L2(€)) ist mit dem Skalarprodukt (-,-)o : L%(Q2) x L%3(Q) — R,
definiert durch

Uﬂ%=/f&h@ﬂn
Q

sogar ein Hilbertraum ist. Soll in der Definition dieses Skalarprodukts nur iiber eine
offene Teilmengen T" C ) integriert werden, schreibt man auch (-,-)or : L*(T) x
L?(T) — R. Weiter seien noch Riume stetig differenzierbarer Funktionen definiert,
k e NU{0},

C*(Q) = {f:Q— R |f k-mal differenzierbar, alle k-ten Ableitungen stetig},
C=(@) = (] CH(@),
k=1

C(Q) = {f € C*(Q) [supp f C Q},

wobei supp f = {x € Q| f(x) # 0} der Triiger von f ist. Ist f € C*(Q) und sind
alle Ableitungen bis zur Ordnung k stetig bis zum Rand fortsetzbar, so schreibt man
f € C*(Q). Weiterhin ist C(Q) := CO(Q).

Um partielle Differentialgleichungen zu lésen, wird es wichtig sein, den Begriff der
Ableitung allgemeiner zu fassen. Dies fiihrt auf die sogenannte schwache Ableitung.

Definition 2.1.1: Seien f, g € L} und a € N¢ ein Multiindex der Ordnung |a| =

loc

a1+ -+ ag. Man bezeichnet g als die a-te schwache partielle Ableitung von f, falls
fir alle Testfunktionen ¢ € C°(Q) gilt

/ F(x)DY¢(x) dx = (—1)! / g(x)p(x) dx.
Q

Q

Man schreibt dann in Anlehnung an die klassische Ableitung g = D*f.

Man kann zeigen, dass die schwache Ableitung, falls sie existiert, eindeutig ist. Wei-
terhin sind klassisch differenzierbare Funktionen auch schwach differenzierbar mit
der gleichen Ableitung. Die in der folgenden Definition eingefithrten Sobolev-Réume
beinhalten die schwach differenzierbaren Funktionen:

Definition 2.1.2: Es seien 1 < p < oo und k € N. Dann heifit

WkP(Q) = {f € LP(Q) ‘fur alle o € N, |a| < k, eistiert D*f und D°f € Lp(Q)}
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Sobolev-Raum. Die zu WFP(Q) gehorige Norm ist definiert als

1oy = S 1D F Gy -

| <k

Im Fall p =2 sind dies Hilbertrdume mit dem Skalarprodukt

(fvg)k = Z (Dafv Dag)0~

|| <k

Man schreibt HY(Q) = WE2(9) und |, = |1 ey sowie [vllz = [0l gucr Siir
Mengen T C Q.

Man beachte, dass wegen der Beschranktheit von €2 der Raum LP(2) eine Teilmenge
des L () ist, sodass wir zur Definition von W*P(Q) die zuvor definierte schwache

Ableitung verwenden kdnnen.

Neben einer Differentialgleichung werden auch stets Randbedingungen benétigt. We-
nigstens auf einem Teil I'P des Randes 99 soll die Losung vorgegebene Werte an-
nehmen. Dies ist im Sinne von LP-Funktionen zunéchst nicht sinnvoll definiert, da
das Teilstiick TP zwar positves d — 1-dimensionales Maf hat, aber als Teilmenge
des R? eine Nullmenge ist. Hier hilft jedoch der Spursatz weiter, sieche zum Beispiel
[ALt07].

Theorem 2.1.3 (Spursatz):

Es sei Q C R? ein beschrinktes, zusammenhdingendes Gebiet mit Lipschitz—stetigem
Rand. Dann existiert ein stetiger linearer Operator T : H'(Q) — HY2(0Q) C
L2(09), sodass fiir alle bis zum Rand stetigen Funktionen u € C(Q) gilt

Tu = ulsq. (2.1)

Des Weiteren ist T surjektiv.

Bermerkung 2.1.4: Spéter wird auch die Spur von Funktionen auf zwei disjunk-
ten, relativ offenen Teilstiicken I'P und I'N, mit 09 = I'P UTY, benétigt. Fiir
v € H'/2(99) sind die Einschrinkungen v — v|pp € HY2(I'P) und v — v|py €
HY 2(T'N) ebenfalls stetig, linear und surjektiv. Daher definiert man Spuroperato-
ren TP : HY(Q) — HY2(I'P) und TV : HY(Q) — HY?(I'N) als Komposition von
T und diesen Einschrankungen.

Bermerkung 2.1.5: Als Bildraum des Spuroperators T wird oft auch L?(9%) ge-
nommen. Es stellt sich heraus, dass 7" nur in einen Teilraum X = Bild7T von
L?(9Q) abbildet. So kann man diesen Teilraum H'/2(99) = X auch als Bild von
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T definieren. Die folgenden beiden Normen auf H'/2(9Q) sind dquivalent

el 12 00 = vEHl(igll)f,Tv:u 1Vl 1.0y »
) 1/2
ulr) —uly
Il g2 o0y == HUH%Q(aQ) +//‘()(d)|dxdy
sogo =yl

Die zweite Norm || - [| g1/2(ppy ist die fiir H'Y2(T'P) iibliche Sobolev-Slobodeckij-
Norm. Die Sobolev-Slobodeckij-Rdume sind eine Verallgemeinerung der Hoélder-
Réume. Eine weitere Moglichkeit Sobolev-Raume mit gebrochenen Indizes zu de-
finieren besteht durch Interpolation, siehe z. B. [BS96] oder [Dob10].

2.2 Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen

Es sei Q € RY, d = 2 oder d = 3, ein beschriinktes Lipschitzgebiet. Gesucht ist eine
Lésung u, welche die folgende skalare lineare partielle Differentialgleichung zusam-
men mit den Randbedingungen erfiillt,

L(u):=—Au+b-Vu+cu=f in{, (2.2a)
u=u, aufTP (2.2b)
egz =g auf IV, (2.2¢)

Hierbei sind Au = 30| Z% und b Vu = Y0 ;2% Der Rand 9 = TP UTN

i=1 g2
des Gebiets 2 besteht aus den zwei disjunkten relativ offenen Teilmengen I'” und
'V, die Dirichlet- bzw. Neumann-Rand genannt werden. Der Vektor n ist die dufere
Normale an den Rand von €. Weiterhin beinhalte I'” den Einflussrand,

{x€0Q : b(z) n(z) <0} cT?, (2.3)

und habe positives (d — 1)-dimensionales Maf. Die Koeffizienten und Daten geniigen
den Bedingungen

1. >0,

2. b e L*(Q,RY), divb € L®(Q),

3. c€ L>®(Q), c(x) > 0 fur fast alle x € Q,
4. feL?

5. uy € HY2(I'P),

6. g€ L*(TN).
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Es wird sich herausstellen, dass man die Existenz und Eindeutigkeit von (schwachen)
Losungen mit der Bedingung

1
c— idivb >co>0 (2.4)

zeigen kann. Die Grofe € in der Differentialgleichung (2.2) heifst Diffusionskoeffizi-
ent. Die vektorwertige Funktion b wird Konvektion, ¢ Reaktion und f Quellterm
genannt.

2.2.1 Schwache Lésungen

Zunichst wird die zu l6sende Differentialgleichung (2.2) in eine schwache Form iiber-
fiihrt. Zur Motivation sei zunéchst angenommen, w ist tatsichlich eine zweimal stetig
differenzierbare Losung, u € C?(Q). Dann multipliziert man die Gleichung Lu = f
mit einer glatten Testfunktion v € C>(Q) N H'(), die in einer Umgebung von T'
verschwindet, v € C2% (€2) mit

ibt eine offene Umgebung U C R von
() :— CmQﬂHIQ:eSgl g g
ro () {U < (@) (@) I'P | sodass gilt v(x) = 0 fiir alle x € U N Q.
Anschliefsend wird iiber das Gebiet € integriert,
/sAu(X)v(x) + b(x) - Vu(x)v(x) + c(x)u(x)v(x) dx = /f(x)v(x) dx.
Q Q

Den Diffusionsterm integriert man einmal partiell und erhélt

a(u,v) = /5Vu(x) -Vo(x) + b(x) - Vu(x)v(x) + c(x)u(x)v(x) dx

Q
:/f(x)v(x) dx+/g(x)v(x) dx =:1(v).
Q rN

Der Raum CP3(€2), aus dem diese Testfunktion stammt, wird nun abgeschlossen

beziiglich der H!(2)-Norm,
Feo 7o (@)
V= C2%(Q) . (2.5)

Durch Approximation kann demnach als Testraum V gewihlt werden und die Glei-
chung a(u,v) = I(v) bleibt sinnvoll fiir v € V. Der Raum V beinhaltet Funktionen,

10
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die im Spursinne auf I'? verschwinden und liegt damit zwischen Hg(Q) und H'(Q),
V={veH(Q)|TPv=0}, H}Q)CVcCH Q).

Es sei noch bemerkt, dass unter dem Integral iiber den Neumann-Rand streng genom-
men die Spur TV v(x) statt v(x) stehen miisste. Es ist jedoch iiblich, diese Feinheit
zur besseren Ubersichtlichkeit nicht explizit mit aufzufiihren. Die schwache Formulie-
rung des urspriinglichen Problems (2.2) lautet dann: Finde v € H*', sodass u—uy € V
ist und fiir alle v € V gilt

a(u,v) = l(v). (2.6)

Bermerkung 2.2.1: Der Ausdruck v —wu, € V' ist zunéchst nicht sinnvoll, da v und
up nicht dem gleichen Raum angehdren. Man benétigt eine Fortsetzung der Funk-
tion u, € HY2(I'P) zu einer Funktion in H'(Q). Dass eine solche existiert, sichert
die Surjektivitit des Spuroperators 77| sieche Bemerkung 2.1.4. Diese Fortsetzung
wird wieder mit wu, bezeichnet, um die Notation nicht unnétig zu erschweren.

Der Raum V erbt seine Norm von H'(2). Es erweist sich als giinstig stattdessen eine
aquivalente Norm zu betrachten. Dazu benétigt man die wichtige Ungleichung von
Poincaré und Friedrichs, siehe z. B. [Bra07].

Theorem 2.2.2 (Poincaré-Friedrichssche Ungleichung):
Es sei Q) in einem d-dimensionalen Wiirfel der Kantenlinge s enthalten. Dann gilt
fiir allev eV

[vlly < slIVolly - (2.7)

Per Definition gilt auch ||[Vv||, < ||v]|;, das heift die Abbildung v — |v|; = [|Vv|,
ist auf V' eine zu ||v||; dquivalente Norm. Im Folgenden sei |-|; die auf V' betrachtete
Norm.

Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung zu (2.6) wird das Theo-
rem von Lax—Milgram liefern. Es ist in allen Lehrbiichern zu finden, die sich mit
der (schwachen) Losbarkeit von elliptischen Differentialgleichungen beschéftigen, als
auch in den meisten einfiihrenden Biichern zur Funktionalanalysis, z.B. [Bra07,
Dobl10, BS96|. Zunéchst noch eine dafiir wichtige Definition.

Definition 2.2.3: Es seien X ein Hilbertraum und b(-,-) : X x X — R eine Ab-
bildung. Dann heifit b bilinear, falls b in beiden Komponenten linear ist. Sie heifit

11
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koerziv', falls es eine Konstante o > 0 derart gibt, dass fiir alle v € X gilt
b(u,u) > aull®.

Die Bilinearform b ist stetig, falls es eine Konstante C' gibt, sodass fiir alle u, v € X
gilt
b(u,v) < C lul f|v].

Der Dualraum eines normierten Raumes X wird mit X’ bezeichnet.

Theorem 2.2.4 (Lax—Milgram):
Es seien X ein Hilbertraum, b(-,-) : X x X — R eine stetige und koerzive Billi-
nearform sowie F € X'. Dann existiert genau ein u € X, sodass fir alle v € X
gilt

b(u,v) = F(v).

Dieses Theorem kann nicht direkt auf die Bilinearform a aus (2.6) angewendet wer-
den, da a eine Abbildung von H'(Q2) x V nach R ist. Nur im Fall von homogenen
Dirichlet-Randdaten, u, = 0, wird die schwache Losung u ebenfalls in V' gesucht. Ist
up # 0, kann in (2.6) U := u — up € V statt u gesetzt werden und man erhélt

a(U,v) = a(u,v) — a(up,v) = 1(v) — a(up,v) =: l(v). (2.8)

Soist a : V x V eine Bilinearform auf V' und nur die rechte Seite ist verdindert. Die
gesuchte Losung u erhélt man dann als u = U 4 w. Es bleibt zu iiberpriifen, dass
a und [ die Voraussetzungen des Theorems von Lax—Milgram erfiillen. Dazu seien v,
w € V. Dann ist

la(v,w)| = /EVU(X) -Vw(x) + b(x) - Vu(x)w(x) + c(x)v(x)w(x) dx
Q
<el[Voll [[Vwllp + bl IVllg lwllp + llellog vl 1wl
< max {e, [[bl| ., el } 0]y [[wl]ly

< Cloly|wly s

wobei in der ersten Abschitzung die Cauchy—Schwarz—Ungleichung benutzt wurde
und die Konstante C' zusétzlich von diam 2 abhingt. Somit ist o stetig auf V x V.

Lauch: X-elliptisch, elliptisch, koerzitiv, nach unten beschrankt

12
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Weiterhin ist a koerziv, da

a(v,v) = /5]V1}(X)]2 + b(x) - Vo(x)v(x) + c¢(x)v(x)? dx

Q
> ¢ ||Vol|2 + /c(x)v(x)2 - % (V -b(x))v(x)?dx + % /UZ(X)b(x) ‘n(x)dx
Q N
>celv]f+eo [ v(x)2dx
/
>elof?.

Hierbei wurde ausgenutzt, dass b(x) - n auf dem Neumann-Rand nicht negativ ist,
siehe (2.3), sowie dass ¢y > 0, (2.4). Die rechte Seite [ ist ein Element aus dem
Dualraum von V, da sie linear ist und

l~(v):/f(x)v(x)dx—i—/g(x)v(x)dx—a(ub,v)
Q N
orn [vllg,rn +max{e, [[bl| . , [lello} [Juslly [0l

N
o0 [T sl max {2, B s llell oo} } 1ol

< |Iflo llllg + gl

< max { ||/l llg
<Clvly,

wobei [|v]|q pv mit Hilfe der Operatornorm des Spuroperators TN abgeschiitzt wurde,
[vllory = HTNUH(),FN < ||I7¥|| lv]lo- Die Konstante C héingt von diam € ab. Mit dem
Theorem von Lax-Milgram ist also die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen
Losungen zu (2.6) gesichert.

Konvektionsdominanter Fall

Das Theorem von Lax—Milgram liefert zusitzlich zur Existenz und Eindeutigkeit
noch eine Abschitzung an die Losung u. Mit den dortigen Bezeichnungen gilt

1
ully < —||F|| 5,
lullx <~ 1Flx
wobel a die Koerzivitatskonstante aus Definition 2.2.3 ist. Betrachtet man also ¢ —

0, erhdlt man zwar fiir jedes € eine Losung u., jedoch sind diese Lésungen nicht
gleichmfig beschrinkt. Es ist also unklar wie etwa lim._,o u. zu verstehen ist.

13



2.3. FINITE-ELEMENTE-METHODE 2. FEM

Setzt man formal € = 0, so erhilt man das reduzierte Problem
LUUO =b- VUO + cupg = f,

siche Abschnitt III.1.2 in [RSTO08]. Diese Gleichung ist parabolisch und Lésungen
haben andere Eigenschaften als Losungen von elliptischen Problemen wie (2.2). Ins-
besondere ist L nicht glittend. Das heifit, withrend zum Beispiel aus Au € L?(Q)
unter gewissen Bedingungen an das Gebiet u € H?(Q) folgt, gilt dies nicht fiir L.
Ebenfalls aus [RSTO08, I11.1.2, I11.1.3] ist jedoch folgendes Resultat bekannt:

Theorem 2.2.5:

Es seien die Koeffizientenfunktionen b und c bis zum Rand stetig differenzierbar, b,
c € CYQ), sowie co = c — %divb > 0. Weiterhin seien die Dirichlet-Daten auf dem
Einstromrand T_ := {x € 9Q : b(x) -n(x) <0} C TP homogen. Dann gibt es eine
eindeutige Losung ug € L*(Q) des reduzierten Problems

Loug :=b-Vug+cug=f inQ, (2.9)
up =0 aufl_. (2.10)

Weiterhin konvergiert die Losung u von (2.6) schwach in L*(Q) gegen die Lisung
des reduzierten Problems, u — ug fiir e — 0.

Im Allgemeinen ist die Losung wug des reduzierten Problems nicht schwach diffe-
renzierbar. In bestimmten Teilen des Gebiets, unter anderem aukerhalb von Grenz-
schichten, kann man auch

lu(z) —up(z)| < Ce (2.11)

zeigen, siehe [GFLT83, RSTOS|.

2.3 Finite—Elemente—Methode

2.3.1 Galerkin—Methode

Ausgangspunkt fiir die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist die schwache Formulie-
rung (2.6). Der unendlich-dimensionale Raum V' wird durch einen endlich-dimensio-
nalen Raum Vj, C V ersetzt, wobei h ein Parameter ist (in der Regel die Gitterweite),
der angibt, wie gut V durch V, approximiert wird, also dim V}, — oo fiir h — 0. Man
bezeichnet V}, oft als Ansatzraum. Der Einfachheit halber seien die Dirichlet—Daten
homogen, u;, = 0, andernfalls muss die rechte Seite wie in Gleichung (2.8) verin-

14
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dert werden. Es wird nun eine Losung up € V}, gesucht, welche fiir alle v, € V}, die
Bedingung

a(up,vy) = l(vy) (2.12)
erfiillt. Dies wird auch als Galerkin—Verfahren bezeichnet. Das Lemma von Lax—
Milgram liefert auch hier eindeutige Losbarkeit.

Es sei nun {¢1, ¢2, ..., P} eine Basis von V3. Dann muss (2.12) nicht mehr fiir alle
Testfunktionen vy, € V}, iiberpriift werden, sondern nur noch fiir alle Basisfunktionen
i, © =1,...,n. Die Losung uj lautet in dieser Basis

n

up, = Z 21k

k=1

mit den unbekannten reellen Koeffizienten z;. Man identifiziert den n—dimensionalen
Unterraum V;, mit R™ und sucht nun nach dem Vektor z, dessen k-te Komponente
zy, ist. Die zu losende Aufgabe ist dann: Finde z € R”, sodass fiir alle i = 1,...,n
gilt

n

Za(ﬁ% i) ze = 1(¢s).

k=1

Der Vektor z erfiillt demnach das lineare Gleichungssystem
Az = b, (2.13)
mit der sogenannten Steifigkeitsmatrix A = (a;;) und rechten Seite b = (b;),

Die Koerzivitdt der Bilinearform a sichert nun die positive Definitheit der Matrix A

mit der gleichen Konstanten.

Bermerkung 2.3.1: Bisher wurde angenommen, der approximierende Raum V}, sei
ein Teilraum von V. Man spricht dann oft von einem konformen Verfahren. Gibt
man diese Einschrinkung auf, gelangt man zu nichtkonformen Methoden. Beispiele
sind unstetige Galerkin—-Methoden und parametrische Finite Elemente.

2.3.2 Gitter

Die Basisfunktionen der FEM haben in der Regel einen kleinen Triger und sind
stiickweise polynomial. Fiir diese Konstruktion benétigt man ein Gitter.

15
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Definition 2.3.2 (Gitter): Sei Q € R?, d =2 oder d = 3, ein polygonal umrandetes
Gebiet. Ein Gitter® Ty, ist eine Menge von offenen Teilgebieten T C Q mit folgenden
Eigenschaften:

ii) Jedes T € Ty, ist ein konvexer Polyeder.
iii) Je zwei verschiedene T;, T; € Ty, sind disjunkt, T; N T; = (.

Die Teilgebiete T € T;, werden auch Gitterzellen genannt. Die Gitterweite h sei
definiert als die lingste Kante des Gitters.

Formal ist jede Gitterzelle T' das Innere der konvexen Hiille von Punkten =1, ...z, €
Q. Diese Punkte heiffen Eckpunkte. Weiter wird die Verbindung zwischen diesen
Punkten Kanten genannt, falls diese Teil des Randes der Gitterzelle ist. Im Fall
d = 3 bilden (mindestens) drei Eckpunkte eine Fliche der Gitterzelle, falls die von
diesen Punkten aufgespannte Ebene Teil des Randes dieser Gitterzelle ist.

In dieser Arbeit wird die Menge € stets als Lipschitzge-
biet angenommen. Oft wird in der Literatur behauptet,
dass polygonal berandete Gebiete bereits solche sind.
Dies ist jedoch nur in zwei Dimensionen richtig, wie
Beispiel 6.5 aus [Dob10] zeigt: Hierbei besteht Q € R3
aus zwei Quadern, wie in der nebenstehenden Abbil-
dung. Es ist jedoch nicht moglich eine Umgebung um
den markierten Punkt zu finden, in der sich der Rand
als Graph einer Lipschitz—stetigen Funktion schreiben
lasst. Jedoch bleiben Sobolev-Ungleichung und Spurab-
bildung fiir Gebiete, die eine innere Kegelbedingung er-
fiillen, giiltig, siehe [Dob10], Anmerkungen 6.12(ii) und 6.16.(ii).

Definition 2.3.3 (zuldssige Gitter): Ein Gitter Ty, aus der vorherigen Definition
heift zuldssig, falls fiir je zwei verschiedene Gitterzellen Ty, T; € Ty, gilt: Der Schnitt
T;NT;j ist entweder

genau eine vollstandige gemeinsame Fliche (falls d = 3),
genau eine vollstindige gemeinsame Kante,

genau ein gemeinsamer Eckpunkt,

oder leer.

Es werden hier ausschlieflich zuldssige Gitter betrachtet. Es ist jedoch méglich, auch
auf nicht zuléssigen Gittern zu rechnen. Dann hat man oft sogenannte hingende Kno-

2auch: Triangulierung
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ten. Um sicherzustellen, dass dann der Ansatz- und Testraum vy, noch ein Unterraum
von V ist, muss man zusétzliche Bedingungen einfiihren.

In zwei Raumdimensionen sind Gitter aus Dreiecken und Vierecken iiblich. In drei
Dimensionen werden hiufig Tetraeder, Quader oder Prismen verwendet. Solche Git-
ter werden in der Regel von Gittergeneratoren erzeugt. Oft bietet es sich auch an,
ein sehr grobes Gitter mehrfach zu verfeinern.

Um Konvergenz von Finiten Element Methoden zu beweisen, wird es wichtig sein,
dass die Gitterzellen nicht zu sehr entartet sind. Das bedeutet, dass sie zum Beispiel
nicht zu flach werden. Eine Prizisierung dieser Finschrinkung ist der Begriff der
Regularitét eines Gitters

Definition 2.3.4: Es sei Ty ein zuldssiges Gitter. Zu jeder Gitterzelle T € Ty, seien
hr dessen Durchmesser und or der Radius des grofiten Innenkreises, also

hr =sup{|lz —y| |z,y e T}, or =sup{r |Jx €T : B (z)CT}.

Das Gitter Ty, wird regulir genannt, folls es eine Konstante C gibt, die nicht von
der Gitterweite h oder € abhdngt, sodass fiir alle Gitterzellen T gilt

hr ¢
or

Bermerkung 2.3.5: Der Begriff regulér wird in der Literatur nicht einheitlich ver-
wendet. Man findet Varianten wie formreguldr, uniform oder auch quasiuniform.
Hier sind die Definitionen ebenfalls nicht einheitlich.

2.3.3 Finite Elemente und Finite—Elemente—R3aume

Zu einem Gitter werden zuniéichst auf jeder Gitterzelle Finite Elemente definiert, die
dann zu einem Finite-Elemente-Raum zusammen gefiihrt werden. Wir folgen [BS96]
und [Cia02].
Definition 2.3.6 (Finites Element): Es seien

(i) T C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand,

(ii) P ein endlich-dimensionaler Funktionenraum auf T' und

(i1i) N ={N1,..., N} eine Basis von P’.
Dann nennen wir das Tripel (T, P,N') ein Finites Element.
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Typische Funktionale ® € A sind Funktionsauswertungen an einem Punkt ®(v) =
v(x), Auswertungen von Ableitungen ®(v) = dv(x), ®(v) = 0;;v(x) oder auch
Integralwerte, etwa ®(v) = [, vdx. Sind ausschlieRlich Funktionsauswertungen an
verschiedenen Punkten beteiligt, so spricht man von Lagrange-Elementen, werden
auch Ableitungen ausgewertet von Hermite—Elementen.

In dieser Arbeit soll stets die nodale Basis {¢1,...,¢r} von P betrachtet werden.
Das heifit es gilt N;(¢;) = d;;. In diesem Fall ist der lokale Interpolationsoperator Zr
definiert durch .
Irw = Z Ni(w)ei,

i=1
wobei w € C™(Q) ist und m € N die Ordnung der héchsten partiellen Ableitung, die
in einem der Funktionale N;(w) auftritt. Hier wird implizit angenommen, dass die
Funktionale N; auf C™(£2) statt nur auf P definiert sind. Zu einer Triangulierung 7y,
kann man dann einen globalen Interpolationsoperator Z7, stiickweise definieren,

IThw‘T =Trw.
Der Finite-Elemente-Raum W7, zu einem Gitter 7} ist definiert als
Wz, = {Inw |[we C™Q)}. (2.14)

Die so definierte Interpolante Z7; w von w muss im Allgemeinen nicht stetig sein.
Dazu miissen die Funktionale N; entsprechend gewdhlt werden. Umfasst ein Finite—
Elemente—Raum den Raum der r-mal bis zum Rand stetig differenzierbaren Funk-

tionen C"(2), so wird er C"-Finite-Elemente-Raum genannt.

Wie die Funktionale N; gewiihlt werden konnen, um C?-Finite-Elemente-Riume zu
konstruieren, soll durch einige Standardbeispiele verdeutlicht werden. Weitere sind
unter anderem zu finden in [BS96, Kapitel 3.

Beispiel 2.3.7 (Lagrange-Elemente auf Dreiecken): Essei Q € RY, d = 2, mit einem
Dreiecksgitter 7, zum Beispiel wie in Abbildung 2.2 links zu sehen. Zu jedem
Dreieck T' € Ty, definiere Py als den Raum der Polynome vom Grad héchstens
k € N mit Dimension m = dim Py, = 3 (k+ 1) (k + 2) und Nj, = {N1,..., Ny, } als
die Funktionsauswertungen an den Knoten

3
Pa = Z %:Ej a ist ein Multiindex der Ordnung |a| =k 7,
j=1

wobei x1, 9 und z3 die Eckpunkte des Dreiecks T sind. Die Knoten fiir die Félle
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k = 1,2,3 sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Dann sind alle (T, P, Nx) Finite

(a) k=1 (b) k =2 () k=3

Abbildung 2.1: Knoten der Lagrange—Elemente fiir verschiedene Polynomgrade k.

Elemente. Die nodale Basis zu jedem Finiten Element besteht aus Polynomen,
die an genau einem Knoten den Wert Eins haben und an allen anderen Knoten
verschwinden.

Der zu diesem Gitter gehorige Finite-Elemente-Raum besteht aus stetigen Funk-
tionen, die auf jeder Gitterzelle ein Polynom vom Grad k sind. Basisfunktionen
werden in der Regel ebenfalls nodal gewahlt, das heifst so, dass jede Basisfunktion
an genau einem Knoten den Wert Eins hat an allen anderen Knoten des Gitters
den Wert Null, siche Abbildung 2.2 rechts fiir den Fall £ = 1. So stimmen diese
Basisfunktionen dann auch auf jedem Finiten Element mit einer lokalen Basisfunk-
tion {iberein. Fine analoge Konstruktion kann auch in mehr als zwei Dimensionen
auf Simplizes durchgefiihrt werden und die entstehenden Finite-Elemente-Raume
werden PF-Finite-Elemente-Riume genannt.

AL
LTS
N~ -\ _—

Abbildung 2.2: Ein einfaches Gitter und eine P!-Basisfunktion.

Beispiel 2.3.8: Es sei wieder Q C R?, jedoch mit einem Rechtecksgitter 7;,. Auf
jedem Rechteck T wird ein (k + 1)?-dimensionaler Polynomraum definiert, der
alle Polynome p : R? — R beinhaltet, fiir die sowohl z + p(z,y) (fiir alle y mit
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(x,y) € T) als auch y — p(z,y) (fir alle z mit (x,y) € T') Polynome vom Grad
hochstens k sind. Die Funktionale N; seien wieder Funktionsauswertungen an den
Knoten

4
s
Do = —Lx; | a ist ein Multiindex der Ordnung |a| =k ¢,
2Tl

wobei x1, T2, T3, und x4 die Eckpunkte von T sind. Hier kann man ebenfalls fiir
den Finite-Elemente-Raum eine (globale) nodale Basis wéhlen. Auch in mehreren
Dimensionen heift dieser Raum Q*-Finite-Elemente-Raum.

Fiir die Analysis wird es spéter wichtig sein, dass der Interpolationsoperator Zp
auf jeder Gitterzelle T' Funktionen ausreichend gut approximiert. Dies besagt das
folgende Theorem 4.4.4 aus [BS96]

Theorem 2.3.9:
Sei (T, P,N) ein Finites Element mit folgenden Eigenschaften

(i) T ist sternenformig® beziiglich der gréfiten enthaltenen Kugel (mit Radius or),
(ii) P C P C Whtloe

(iii) N c (C™T))".

Es seien weiter k+1—m—d/2 > 0 und 0 < i < k+1. Dann gilt fiir alle v € H*Y(T)

v = Tyl p < CRE " ol 1 (2.15)
wobei C' nur von k, hry/or, P und N abhdngt.
Eine solche Abschétzung wird ebenfalls in [BS96], 4.4.24, fiir den globalen Interpola-

tionsoperator auf einem reguldrem Gitter bewiesen. Beachte dort auch Bermerkung
4.4.27. Hier erhidlt man Abschitzungen der Form

lo = Zr; vll, < CRE = oy (2.16)

wobei s < r + 1 ist und der betrachtete Finite-Elemente-Raum ein C"-Finite-
Elemente-Raum ist.

3Eine Menge T heift sternenformig beziiglich einer anderen Menge B, falls gilt: Fiir alle x € T ist
die konvexe Hiille von {x}UB Teilmenge von T'. Dies ist hier keine Einschrankung, da Gitterzellen
als konvex vorausgesetzt waren und daher die erste Eigenschaft des Theorems erfiillen.
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2.3.4 Finite—Elemente—Methode

Es sei nun 7y, ein vorgegebenes Gitter, W}, := V7, ein zugehdériger Finite-Elemente—
Raum und Vj, = Wy, NV ein Finite-Elemente-Raum, dessen Elemente auf dem
Dirichlet-Rand I'P verschwinden. Weiter sei upp, € Wy, eine Finite-Elemente—Funk-
tion, welche die Randdaten u; approximiert. Dann lautet die zu 16sende Aufgabe:
Finde w;, € W), sodass up, — upj, € V, ist und fiir alle v € V, gilt

a(up,vy) = l(vy). (2.17)

Ein entscheidender Vorteil der Finiten Elemente Methode ist ihre grofse Flexibili-
tat. Man kann auch schwierige Gebiete mit (ausreichend vielen) Gitterzellen trian-
gulieren, wobei sich verschiedene geometrische Formen (z.B. Drei- und Vierecke),
Polynomgrade und Groéfsen von Gitterzellen kombinieren lassen.

2.4 Streamline Upwind Petrov-Galerkin—Methode

Die ,streamline upwind Petrov-Galerkin“~Methode (SUPG) ist das am weitesten
verbreitete Verfahren zur Stabilisierung konvektionsdominanter Probleme vom Typ
(2.2). Gleichermafen wird auch der Name ,Streamline Diffusion Finite Element Me-
thod“ (SDFEM) beziehungsweise Stromlinien-Diffusions-Methode verwendet.

In konvektionsdominanten Anwendungen stellt sich das numerische Losen als &ufserst
schwierig heraus. Losungen haben oft Grenzschichten von der Dicke €. Diese kénnen,
ganz besonders in mehreren Dimensionen, nicht mehr mit vertretbarem Aufwand
von einem Gitter aufgelost werden. Standard—Galerkin—Diskretisierungen neigen zu
starken unphysikalischen Oszillationen, siehe beispielsweise Abbildung 5.3 auf Sei-
te 51 im vorletzten Kapitel. Man versucht auf vielfdltige Weise Losungsstrategien zu
entwickeln, die ein solches Verhalten nicht zeigen.

Die meisten dieser Strategien entstanden aus der Beobachtung heraus, dass man das
Problem gut 18sen kann, wenn nur genug Diffusion vorhanden ist. Man fiigt soge-
nannte kiinstliche Diffusion hinzu und 18st ein anderes Problem mit neuer Diffusion
€ = €+ h, wobei h eine Grofe ist, die vom Gitter aufgelost werden kann, also zum
Beispiel die Gitterweite. Die resultierenden Losungen oszillieren nicht mehr, besitzen
allerdings auch keine scharfe Grenzschicht, man sagt die Losung ist verschmiert. Das
Ziel vieler Methoden ist nur gerade so viel kiinstliche Diffusion wie nétig hinzuzufii-
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gen. Oft geschieht dies anisotrop, also beispielsweise in Richtung der Konvektion b.

Ausgangspunkt ist die Finite-Elemente-Methode auf einem Gitter 7. Die SUPG—
Methode fiigt der zu losenden Gleichung (2.17) kiinstliche Diffusion hinzu, indem
eine zusitzliche Bilinearform d(yp;-,-) : HY(Q) x H'(Q) — R,

d(yn;un,vn) = Y [ yr (—eAup + b Vuy, + cup) (b - Vo) dx, (2.18)
TETh i

addiert wird. Zur besseren Ubersicht wurde die Abhingigkeit der Funktionen uy, b,
¢ und vy, vom Ort x nicht explizit mit aufgefithrt. Hier ist yj, € Y}, C L™(Q2) eine Pa-
rameterfunktion, die auf jeder Gitterzelle T" konstant ist, yr = yh’ o~ Die kiinstliche
Diffusion (2.18) ist das Integral der linken Seite der starken Formulierung (2.2) mul-
tipliziert mit b - Vv und der Parameterfunktion y;,. Offenbar ist der Laplace-Term
Auy, fiir up, € H' nicht wohldefiniert. Die betrachteten Finite-Elemente-Funktionen
sind jedoch innerhalb einer Gitterzelle glatt, z. B. Polynome, sodass dies einzeln auf
jeder Gitterzelle moglich ist. Fiir P'- oder Q'-Finite Elemente auf Rechtecken ist der
Laplace-Term ohnehin Null. Um die SUPG-Methode konform* zu halten, wird auf
der rechten Seite ebenfalls ein Term addiert. Dazu definiere die lineare Abbildung

l(yn;-) : Vi, = R, durch

Uyn; vn) = /yhf(x)b(x) -V (x) dx = Z /ny(x)b(x) -Vup(x)dx. (2.19)

Q TETh

Die SUPG-Methode ist dann: Finde uj, € W}, sodass uj, — upp, € V3, ist und fiir alle
v €V gilt
asp (Yn; un, vr) = Isp (Yn; vn), (2.20)

mit

asp (Yn; un, vp) = a(up, vp) + d(yp; up,vp)  und g (yn;vn) = (o) + L(yn; vn).

Dieses Verfahren hingt offenbar von der zu wéhlenden Parameterfunktion y; ab.
Diese sollte grok genug sein, um die Losung zu stabilisieren, also um unphysikalische
Ostzillationen zu verhindern, und andererseits klein genug um Grenzschichten zu er-
moglichen. Im Allgemeinen ist nicht bekannt, wie genau sie zu wéhlen ist. Zu groke
Werte von yp, d.h. zu viel kiinstliche Diffusion, fithren zu verschmierten Losungen.
Dann hat die Losung keine schmalen Grenzschichten, sondern breite Uberginge ohne
schnell variierende Gradienten. Ist der Stabilisierungsparameter jedoch zu klein, ent-
stehen unphysikalische Oszillationen. Beides ist in der Praxis nicht zufriedenstellend.

*Zur genauen Definition von Konformitit siche Seite 24, Analysis der SUPG-Methode
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Eine Standardwahl fiir die Parameterfunktion ist in [JKO07| vorgeschlagen und lau-

tet
hr 1
= ——¢(Pe mit a) =cotha— —, Pe

yr 2p\b\§( T) ¢(a) . T
wobei hp der Durchmesser der Gitterzelle T in Stromrichtung b ist, sowie p der
Polynomgrad des Finiten Elements auf 7'. Diese Wahl der Parameterfunktion lie-
fert in einer Dimension knotenexakte Losungen. Dies trifft im Allgemeinen jedoch
nicht in mehreren Dimensionen zu. In der Literatur findet man fiir yr auch oft die

Bezeichnung SD-Parameter.

Bermerkung 2.4.1: Die SUPG—Methode fiigt der Gleichung nur in Stromlinien-
richtung Diffusion hinzu. Dies sieht man in zwei Raumdimensionen, indem man
zu b = (by,ba) " # 0 ein dazu senkrechtes Vektorfeld b+ := (—bo,b1)" definiert®
und den Gradienten einer Funktion u in zwei Anteile aufteilt:

1

u:w((b-Vu)bJr(bT-vu)bi).

_ |blhr

2.21
2 (2.21)

Der Anteil
Z yr (b . Vuh, b . VU}L)O
TeTh

der zusitzlichen Bilinearform d(yp; up, vy) verhélt sich also wie kiinstliche Diffusi-
on, allerdings nur in Richtung der Konvektion. Die anderen Anteile von d(yp; -, )
sowie die Anderung der rechten Seite [ (yp;-) dienen lediglich der Konformitét der
SUPG—-Methode.

Im Spezialfall ¢ = 0 und stiickweise linearen Finiten Elementen auf Dreiecken gilt
Auyp, = 0 und damit

aSD(yh; Up, Uh) =€ (Vuh, Vvh)o + (b -Vup, Uh)o + Z yr (b -Vup,b - Vvh)oj .
TET,

Diese Bilinearform entspricht dem Differentialoperator —e Au—1yy, ||bH2 upb+b-Vu
; — 9%u
mit upp = b2

®Das Vektorfeld bt wird auch ,crosswind direction® genannt.
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2.4.1 Analysis der SUPG—Methode
Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Dieser Abschnitt folgt [RST08, I11.3.2.1].

Die SUPG-Methode ist konform in folgendem Sinne: Angenommen u sei fiir alle
T € T eine hinreichend regulire Losung der starken Formulierung

—eAu+b-Vu+cu= fin L*(T). (2.22)

Dann gilt asp (yp; u,vr) = lsp(yn; vp) fur alle vy, € Vj,. Die SUPG-Losung wy, erfiillt
ebenfalls diese Gleichung, sodass fiir alle vy, € V}, gilt

asp(Yn; u — up,vp) = 0. (2.23)

Dies nennt man Galerkin—Orthogonalitit oder auch Projektionseigenschaft und er-
leichtert die Analysis der SUPG—Methode.

Es sei nun 7;, ein regulires Gitter zu Q C R? gemif Definition 2.3.4. Weiter sei W), =
Wz, C HY(Q) ein Finite-Elemente-Raum auf 7;, der aus stiickweise polynomialen
Funktionen besteht. Dann gibt es eine Konstante cj,y, sodass fiir alle v, € Wy und
alle T' € Ty, die inverse Ungleichung

Cinv

A <
Aoy < &

—— vl r (2.24)
T

gilt, wobei c¢ipy nicht von hp = diam T abhéngt, siehe zum Beispiel [Bra07, Lemma
11.6.8].

Die eindeutige Losbarkeit der SUPG-Methode wird das Theorem von Lax—Milgram,
2.2.4, liefern. Die Bilinearform muss demnach stetig und koerziv sein sowie die rechte
Seite beschrankt. Um dies zu beweisen, wird der betrachtete Raum mit einer anderen
Norm, der sogenannten SUPG— oder SD—Norm, versehen,

1/2

2 2 2
lollsp := (e lol +eollolg+ > yrllb-Volgr | (2.25)
TeT,

Hierbei ist 0 < ¢ < ¢ — %V -b, siehe (2.4). Offenbar ist diese Norm sowohl abhéngig
von den Koeffizienten der Differentialgleichung, als auch von den Parametern yr. Sind
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diese richtig gewéhlt, konnen die Voraussetzungen des Theorems von Lax-Milgram
gezeigt werden:

Lemma 2.4.2: Auf jeder Gitterzelle T' C Ty, erfille die Parameterfunktion yy die
Ungleichungen

1 . (&) h%—‘
0 <yr < 5 min (, — | (2.26)
"\ 2z,
mit cp = Hc||LOO(T). Dann ist die Bilinearform asp koerziv beziglich der SUPG-

Norm, das heif$t fir alle vy, € Wy, gilt

1
asp(Yn; v, vn) > 5”’%“\%@-

Bermerkung 2.4.3: Wird eine P!- oder Q'-Finite-Elementen-Losung auf Rechte-
cken gesucht, verschwindet der Laplace-Term und (2.24) ist trivialer Weise erfiillt.
In diesem Fall wird nur 0 < yr < co/(2c%) statt (2.26) gefordert.

Beweis von Lemma 2.4.2. Sei vy, € Wy. Dann gilt mit der Koerzivitdt der Bilinear-
form a beziiglich ||,

asp (Yn; Vny V) = a(vp, vp) + d(Yn; vn, vn)
> & [vnl; + co [luall}

+ Z yr b - VUhH(Q),T + Z yr (—eAvp + cvp, b - Vup)g 1
TeTh TeET

= llonllEp + Z yr (—eAvp + cvp, b - Vup)g 7.
TET,
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Der letzte Term ist beschrinkt durch die SUPG—Norm von vy:

Z yr (—eAvp, + cop, b - Vvh)mT
TETh

< Z yr <<‘3 [Avnloz (b - Vonllgr + llevallgz - VT%HO,T)

TETh
1
2 2 2
< 5 e (2180l + lnll s+ 3 b Tuld )
T€ETh
(2.24) I ,
S e (29 ol + lnll g+ 5 b Tl )
TET, T

€ 2 Co 2 1 2
<> <2 onlir + 5 lvllor + 5yr b - Wh||o,T)
=n

Joal
=—|lv
5 IVAlIsD:

wobei in der letzten Abschitzung die Voraussetzung des Lemmas verwendet wurde:

2
yTSQC;L% < %5 und ch2T < %co. Insgesamt folgt die Behauptung. O
T

Lemma 2.4.4: Es seien die Voraussetzungen des vorherigen Lemmas, 2.4.2, erfillt.
Dann sind die Bilinearform asp(yn;-,-) und die rechte Seite lgp stetig, das heifst es
gibt eine Konstante C, sodass fiir alle vy, wp, € Wy, gilt

asp(yn; vh, wn) < Cllallspllwnllsp, — lsp(vn) < Clloallsp-

Beweis. Die beiden Anteile agp(ypn;-,-) = a(-, ) + d(yp;-, ) werden separat abge-
schitzt. Es seien vy, wy, € Wj. Dann gilt mit /e |vp|; < [lonflsp und [Jopll, <
Cllvnllsp

a(vp, wp) = € (Vuy, Vwy)y + (b - Vup, wy)y + (con, wp),
< llvnllspllwallso + [[b - Vonllg l[wallg + llello [[oallo llwnllg
< llvnllspllwallsp + € [[b - Vupllg lwallsp + Cllonllspllwnllsp
< Cllvnllspllwnllsp,

da ||b - Vupllg < IIbllo e ?lunllsp gilt. Man kann den Term ||b - V||, auch anders
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abschéatzen:

VYT
[b - Vuplly = Z Wi b - vvhHO,T

re7, VY
1 2
< max{ —— yn ||b - Vo]
v ) 2V
1/2

<Y unlb-Vuulgr
TeTh

< Cllonllsp-

~1/2
.
ab. Der Stabilisierungsterm d lasst sich mit Hilfe der Voraussetzungen ebenfalls ab-
schitzen:

Daher héngt die Konstante C von 1/c¢p und min{HbHoog_l/

d(yn; v, wp) < Z yr (—eAvp, + b - Vo, + cup, b - th)oj

TETh
1/2 1/2
< | S wlawmlzs |+ 3 urlb-vulis
Ty, TeT
1/2 1/2
2 2
+ 1 yrek llonlly 1 > yr b Vwllh 1
TeTh TeTh

Die vier Wurzelterme lassen sich gegen die jeweilige SUPG-Norm abschétzen. Der
erste und dritte Term werden genau so wie im vorherigen Lemma jeweils gegen
llonllsp unter Verwendung von (2.24) und (2.26) abgeschitzt. Die Terme, die die
Konvektion b beinhalten, werden direkt gegen die SUPG-Norm abgeschétzt. Damit
folgt

d(yn; vn, wr) < 2|lvp||spllwallsp-
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Die Stetigkeit der rechten Seite lgp wird &hnlich gezeigt:
lSD<Uh) = (f7 Uh)o + Z yr (fv b- vUh)O,T
TET), 1/2

2
< £ lloMlwnllg + 11l Nwnlloo | D wr o Vonllg 1
TeTh

< C|fllg llvrllsp-

Die Konstante C' héngt zusétzlich von ||y, ab. O

Werden die beiden vorherigen Lemmata kombiniert, so folgt fiir die Losung uy, von
(2.20) wegen

lunlldn < 2asp(yn; wn, un) = 2lsp(up) < 2C || £llo llunllsp

die a priori Abschitzung
lunllsp < 2C | £l -

Fehlerabschitzung, Konvergenzordnung

Dieser Abschnitt folgt [RST08] Seite 305 und 306.

Es soll nun der Fehler ||u—wuy||sp zwischen der Losung u von (2.6) und uy, von (2.20)
untersucht werden. Dabei werden die beiden Terme || Z7;, u —up||sp und |Ju— I, ullsp
einzeln abgeschitzt.

Lemma 2.4.5: Es seien u die Losung von (2.6) und wuy, die Losung von (2.20) auf
einem reguliren Gitter Tp,. Dann gilt unter der zusitzlichen Annahme u € H*1(Q)

1/2

I1Z7,u = unllsp < C [ D (e +yr + (hr + h3) (1 +yr) + hgyp') b3 Juliyy o
TeTh
(2.27)

Beweis. Lemma 2.4.2 und die Galerkin Orthogonalitét (2.23) liefern

1
§H|I7-hu — th%D < asp(yn; I, u — up, I, w — up) = asp (Yn; Ir,w — u, I, u — up).
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Die einzelnen Terme der rechten Seite werden nun separat behandelt:

e(V(Znu—u),V(Inu—upn))y < e|Tru—uly |[Iru — upnl,
< &2 |Zru— ul, |1 Z7,u — unllsn

(2.1

< Ce'2h¥ |ul, 1 Z5u — unllsp,

(b-V(Zy,u—u) + c(Zru—u),Iyu— up),
= ((c =V -b)(Znu—u),Inu—up)y— (Ir,u—u,b-V(Ixu—up)),
< |le = Vbl 1 Z7,u — ull 17w — unll

+ Z 1 Z7,u — UHQT bV (Z7,u— uh)Ho,T

TeTh,
1/2
2
<O Y IZru—ulgy | I1Znu—unlls
T€Th
1/2 1/2
—1 2 2
+ Z Y7 HIT;LU_UHQT Z yT”b'v(IThu_uh)Hoj
TeT, TeT,
1/2
(215) Y
<Ch Z ht (1 +Yr ) |u’k+1,T IZ7,u — unllsp-
TeTh

Die Terme, die von der Stabilisierung herriihren, werden ebenfalls mit der Interpo-
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lationsfehlerungleichung (2.15) abgeschitzt.

> yr (—eA(Tpu—u)+b-V (Iru—u) + c(Tru—u),b- V (Iru—up))gy
TeTh

<Oyl (e b+ 05 g vt B - Y (T — )|

= +1,7 Y1 h 0,T

TET
1/2
<C Z yTh%l’C (ah;l + 1+ hT)2 ]u\iﬂj
TeTh
1/2

x| D yrllb-V (Tru—un)lg
T€ETh
1/2

_ 2
<O S yrh# (ehz' + 1+ hr) Julf sy r | 1Z7 0 — unllso
TET,
1/2

<C| Y. nF (e+yr+hr(L+yr) + h3(1+yr) [uli g | 1275w — unllsp.
TeTh

In der letzten Ungleichung wurde eyr < Ch3. verwendet, sieche Gleichung (2.26).
Werden alle bisherigen Abschitzungen wieder zusammen gefithrt, erhdlt man die
Behauptung

1/2

I1Z5,u = unllsp < C [ D W3 (e +yr + (he + h3) (1 +yr) + hyr") [uli g ¢
TeT,

O

Die beste mogliche Konvergenzrate erreicht man, indem die Terme ¢, yr, y, lh% und
(hr + h2)(1 + yr) gegeneinander ausbalanciert werden. Dies wird durch folgende
Wahl der Parameter auf jeder Gitterzelle T' € Tj, erreicht,

he  falls Pep > 1
y :{yo oo (2.28)

ylh%/s falls Per <1,
mit der lokalen Péclet—Zahl

b h
pep i Pl by
2e
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die angibt, ob das Problem konvektionsdominant (Per > 1) oder diffusionsdominant
(Pep < 1) ist. Die Koeffizienten yy und y; sind vom Nutzer zu wéhlen.

Theorem 2.4.6:
Seien die Voraussetzungen des vorherigen Lemmas erfillt, die Parameterfunktion yp,
wie in (2.28) gewdhlt sowie die Gitterweite hinreichend klein, h < 1. Dann gilt

lu = wnllsp < C (V2 + BY2) B Jul ., (2.29)

Die Konstante C hdngt nicht von € oder dem Gitter ab.

Beweis. Zunéchst wird der Fehler ||u — up||sp in die Anteile der Interpolation und
der Diskretisierung unterteilt,

llv — unllsp < llu — Z7,ullsp + 177, v — unllsp-

Den Diskretisierungsfehler ||Z7, u — up[|sp wird mit Hilfe des vorherigen Lemmas
beschrankt. Hierzu werden die Parameter yr geméf (2.28) gewéhlt und die héheren
Terme in hp durch hp abgeschéitzt, da hp < 1. Dann folgt

1/2

IZru—unllsp < C | D B3 e+ hr) [ulfoyg | < ORF (272 4 gl fulyy -
TeTh

Der Interpolationsfehler wird mit (2.16) und (2.15) abgeschétzt,

llu — Z7, ullsp

1/2
< |elu—Znulf +collu = Zrulg+ D yrlb-V(u-ZIru)l
TeT
1/2
k2 k 2 k 2
< C | eh™ |uliyy + coh? 1) ulfrr + Z yrh?® 1B ooz tlisi1 7
TeTh

1/2
< Ch* (51/2 + hT/ ) )y q -

Hierbei wurde yr < Chy und wieder h2T < hr verwendet. Zusammen ergibt dies die
Behauptung. O

Bermerkung 2.4.7: Die Standardwahl (2.21) ist von der Form (2.28). In Abbildung
2.3 wurde |b| = p =1, ¢ = 1/500 gesetzt. Im Allgemeinen sind hr, Per und damit
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auch yp, abhéngig vom Ort x.

1.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Standardwahl der SUPG-Parameter

I I I ‘Standardwahl (2.21) ——
Asymptotische Vorgabe aus (2.28) mit yo = 1

04 05 06 07 08 09
Gitterweite h

Abbildung 2.3: Die Standardwahl der SUPG-Parameter y;, aus (2.21) fiir verschie-

dene Gitterweiten h und |b| = p = 1 sowie £ = 1/500.
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3 A Posteriori Parameterbestimmung

3.1 Aligemeine Herangehensweise

Die Standard-Wahl (2.21) der SUPG—Parameter héngt nicht von der Losung ab.
Das heiftt auch, dass das lokale Verhalten der Losung, z. B. Grenzschichten, unbe-
riicksichtigt bleibt. Im Fall eines gleichméfkigen Gitters und konstanter Konvektion
sind beispielsweise alle Parameter gleich. Das ist nicht angebracht. Vielmehr scheint
es sinnvoll, die Parameter der SUPG—Methode abhingig von einer berechneten Lo-
sung zu wahlen. Dazu soll nun die Losung der SUPG-Methode als eine Funktion der
Parameter gesehen werden. Das Ziel wird sein, diese Lésung innerhalb einer Menge
zuldssiger Parameter zu optimieren. Dies geschieht beziiglich eines Funktionals, wel-
ches die Qualitit der Losung misst oder abschitzt und noch gewihlt werden muss.

Die Menge der zulissigen Parameter sei Dy, C Y}, = R, wobei N die Anzahl der Git-
terzellen des Gitters 7y, ist. Um die Koerzivitdt und damit die eindeutige Losbarkeit
der SUPG—Methode zu erhalten, wird

. 1 . Co h2T
Dy, = H [O,Qmm <C%’ECQ

TET,, inv

gesetzt, vergleiche Lemma 2.4.2. Es sei Sy, : Dy, — V}, der Operator, der das SUPG-
Problem (2.20) 16st und anschliefend die Randdaten subtrahiert. Das heifit zu gege-
benen Parametern yp, € D, 16st die Finite-Elemente-Funktion w, = Sk (yn) + upp
die Gleichung (2.20) fiir alle Testfunktionen v;, € V3. Nach Definition der Menge der
zuldssigen Parameter Dy, ist dieser Operator wohldefiniert.

Es sei nun Ij : Vi — R ein Funktional, das die Qualitit einer diskreten Losung up

reprisentiert. Explizite Formeln fiir I, werden spéter diskutiert. Das Ziel ist, einen
Satz Parameter y, € Dy zu finden, der das Funktional

@1, (yn) == In (Su(yn)) (3.1)
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minimiert. Offenbar ist dieses Problem nichtlinear und wird daher iterativ gelGst.
Numerische Methoden zur nichtlinearen Optimierung benétigen in der Regel Infor-
mationen zu ersten Ableitungen oder sogar zur Hessematrix.

Bermerkung 3.1.1: Diese Herangehensweise ist nicht auf die SUPG-Methode be-
schrinkt. Sie ldsst sich auch auf andere Verfahren mit Parametern, die vom Nutzer
bestimmt werden sollen, anwenden.

3.2 Berechnung des Gradienten

Im Folgenden sei stets angenommen, dass sowohl I, als auch S}, Fréchet-differenzier-
bar sind mit Ableitungen DI}, : Vj, =V} und DS}, : Dy, — L(Y},, V3). Dann ist auch
das zu minimierende Funktional ®; Fréchet-differenzierbar und dessen Ableitung
ergibt sich durch die Ketteregel:

D%, : Dy =Yy,  yn+— D®y(yn) = DIj, (Sh(yn)) DSk(yn). (3.2)

Ist die Dimension des Raumes Y}, sehr grofs, so kann diese Ableitung nicht mehr mit
vertretbarem Aufwand direkt berechnet werden. Fiir jede Komponente des Vektors yp
miisste ein System der Groke dim Vj, gelost werden. Um die Ableitung D®, effizient
zu berechnen, wird stattdessen ein duales Problem gel6st werden.

Betrachte den Operator Ry, : Vi, x Dy, — V}/, der fiir alle wy,, v, € V3 und y,, € Dp,
das Residuum auswertet:

(Rn (wh,yn) ) (vn) = asp (Yn; wh + ubp, vr) — lsD(Yns vR)-
Per Definition des Losungsoperators Sy, gilt fiir alle y, € Dy,
Ry, (Sh(yn)syn) = 0. (3.3)

Weiter sei Ry, als Fréchet differenzierbar angenommen mit partiellen Ableitungen
OwRp : Vi, X Dy, — L(V3,, V) und OyRy, = Vi, X Dy, — L(Y,, V). Differenziert man
nun Gleichung (3.3) nach yy, erhélt man fiir alle y;, € Dy,

Dy Ry, (Sh(yn),yn) = OwRn (Su(yn), yn) DSk(yn) + OyRu (Su(yn),yn) = 0. (3.4)

Weiterhin sei nun angenommen, dass eine Abbildung )y, : Dy, — V}, existiert, sodass
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fiir alle yp € Dy, und alle g, € Y}, gilt

(D)) (50) = — [ (2R (Suwn),wn) ) (0] (Gnlan)- (3.5)

Zusammen mit Gleichung (3.4) ergibt dies fiir alle y;, € Dy, und alle g, € Yy,

(D@ (yn)) (Gn) = [(ath (Sh(yn), yn) DSh(?Jh)) (ﬂh)] (¥n(yn))
= [((6th), (Su(yn)s yn) ) @Z}h(yh)} (DSn(yn)) (Gn),

mit dem adjungierten Operator (O Rp) (wn, yn) : Vi = Vi, — V} definiert fiir alle
vy, Up, durch

((OwRR) (whsyn) vn) (On) = (Bw R (Wi, yn) On) (vn)- (3.6)

Eine weitere Darstellung' der gesuchten Ableitung D®;, folgt direkt aus Gleichung
(3.2): Fiir alle y, € Dy, und alle g5, € Y}, gilt

(D®n(yn)) (Gn) = (th (Sn(yn)) DSh(?Jh)) (Gn) = (DIn (Su(yn)) ) (DSk(yn)(Gn)) -

(3.7)

Diese beiden Darstellungen sind identisch, falls 1y, folgendes Problem fiir alle y, € Dy,
16st:

(OwRR)" (S(yn), yn) Yu(yn) = DIp (S(yn)) - (3-8)
Die Ableitung D®y, ist dann fiir alle y, € Dy, gegeben durch

D®p,(yn) = —(8yRn) (S(yn), yn) Yn(yn),

mit dem adjungierten Operator (9yRy) : Vi, x Yy, — L(V4,Y)), der fiir alle vy,
wyp, € Vi, und alle yp, §p, € Y}, definiert ist als

((OyRn) (wh, yn)vn) (Gn) = ((OyRnu)(wh, yn)in) (vn)- (3.9)

Beispiel 3.2.1 (Anwendung auf die SUPG-Methode): Es wurde bereits der Opera-
tor Ry : Vi, x D, — V} betrachtet, der das Residuum auswertet. Er ist definiert
durch

(Rn (wh,yn) ) (vn) = asp(Yn; wh + bk, va) — IsD(Yn; vn)

= a(wp, + up,p, vn) + d(yn; wp + upp, vn) — Hvy) — Z(Z/h; up)

!Tatséichlich ist dies nur eine andere Notation, da hier (lineare) Operatoren hintereinander ausge-
fithrt werden. Die Klammerung dient lediglich der Ubersichtlichkeit.
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fiir alle wy, vy, € Vp, und yp, € Dy. Die partiellen Ableitungen 0, Ry @ Vi, X Dy —
ﬁ(Vh, V};) und 8th Vi, x Dy, — ﬁ(Yh, V}i) von Ry, sind fiir alle Wp, Uy, Op € V
und yn, yn € Dp, gegeben durch

(OwRn (wh, yn) On) (vn) = asp(Yn; Uns vh),

(8y R, (whyyn) Gn) (vi) = d(§in; wh + upp, vn) — Ui va),

da sowohl agp linear in der zweiten Komponente ist als auch d — [ linear in yp. Die
Hilfsfunktion v : Dy, — V}, 16st fiir alle v, € Vj, die Gleichung

asp (Yn; Ons Yr(yn)) = (th (Sh(yh))) (vn).
Damit ist die gesuchte Ableitung fiir alle yp,, 45, € Dy, gegeben durch

(D2 (yn)) @) = —d (T Sh(yn), Y (yn)) + 1 (Gn; ¥nlyn)) -

3.3 BFGS-Verfahren

Mit den Bezeichnungen aus den vorherigen Abschnitten lautet die Minimierungsauf-
gabe

min . 3.10

yn€Dp, h<yh) ( )

Restringierte Optimierungsaufgaben dieser Art werden numerisch iterativ gelost. Das
heifst ausgehend von einem Startwert y}(LO) werden weitere Iterierte yf(Lk) berechnet,
die im besten Falle gegen eine gesuchte Lésung konvergieren. Wie in Abschnitt 3.2
beschrieben, kénnen Gradienten D®y, (y,(f)) berechnet werden. Die Bestimmung der
Hessematrix ist jedoch zu aufwindig. In einem solchen Fall ist das Broyden—Fletcher—
Goldfarb-Shanno-Verfahren (BFGS) das am meisten verwendete, weil es am Allge-

meinen besser ist als alle anderen Verfahren, siehe [Lukll]| und [NWO06].

Als Startwert kann prinzipiell jeder Vektor y, € Dy, gewdhlt werden, jedoch ist es von
Vorteil, Informationen iiber das Problem mit einfliefsen zu lassen. Da bereits bekannt
ist, dass die nicht stabilisierte Galerkin—Methode zu unphysikalischen Oszillationen
fiihrt, ist die Wahl y}(LO) = 0 nicht sinnvoll. Als Startwert wird stattdessen auf jeder

Gitterzelle der Standardparameter aus (2.21) gesetzt. Um von einer Iterierten y}(Lk)

zur néchsten y,(lkﬂ) zu kommen, wird zunichst eine Suchrichtung pr, € RN und
anschlieffend eine Schrittweite ayp > 0 ermittelt. Diese Prozedur wird wiederholt,

bis eine geeignete Abbruchbedingung erfiillt ist. Das allgemeine Vorgehen wird in
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folgendem Algorithmus illustriert.

wiahle y}(LO) e RN

for £=0,1,... do
Bestimme Suchrichtung pg
Bestimme Schrittweite oy > 0

setze y,(lkﬂ) = y,(f) + ogpk
Priife Abbruchkriterium

end for

Algorithmus 3.1: Allgemeine Vorgehensweise

3.3.1 Abstiegsrichtung

Ausgehend von einer Iterierten y,(lk) ist eine Richtung p gesucht, in der das zu mi-

nimierende Funktional (lokal) abnimmt. Eine solche heifst Abstiegsrichtung und ist

charakterisiert durch die Ungleichung p' D®}, (yf(Lk)) < 0. Zu jeder positiv definiten

Matrix B ist p = —B~'D®,, (ygk)) eine Abstiegsrichtung. Wihlt man B = Id, so
erhélt man das Gradientenverfahren welches im Allgemeinen sehr langsam konver-
giert. Wird B als Hessematrix D?®;, (y}(Lk)) gewdhlt, erhdlt man das lokal quadratisch
konvergente Newton—Verfahren. Die Auswertung der Heesematrix ist jedoch sehr auf-
wandig. Stattdessen wird eine Approximation B verwendet, die mit jedem Iterati-
onsschritt angepasst wird und ebenfalls positiv definit ist. Diese Verfahren werden
Quasi-Newton—Verfahren genannt.

Unter der Annahme, dass ®; hinreichend oft differenzierbar ist, gibt es nach dem
Satz von Taylor ein ¢ € (0,1) mit

Dy, (y;(f) +p) =D, (y;(f)) +p' DY, (y,(f)) + %pTD%h (y,(f) + tp) p.

Es sei nun Bj eine positiv definite Matrix. Sie soll die Hessematrix approximieren,
wie genau wird im Abschnitt 3.3.3 behandelt. Definiere das quadratische Modell

my(p) = Oy (yflk)) +p' DY, (y,(f)> - %pTka-

Dann ist my(p) = @y, (y}(Lk) +p) und die Richtung p, die m; minimiert, also bei der

37



3.3. BFGS-VERFAHREN 3. A Posteriori Parameterbestimmung

die Ableitung Dmy, verschwindet, ist die Abstiegsrichtung

p=—B, Do, (57). (3.11)

3.3.2 Schrittweite

Ist die Abstiegsrichtung py geméf (3.11) gefunden, soll die Schrittweite o > 0 so
bestimmt werden, dass

o(a) = By (y,(f’ + apk> (3.12)

minimiert wird. Dies ist ein eindimensionales Problem. Trotzdem ist das Finden des
globalen Minimierers von (3.12) zu aufwindig, das heifft die Funktion ®; und ihre
Ableitung werden zu oft ausgewertet. Stattdessen wird eine Schrittweite gesucht, die
zu einer angemessenen Reduktion der Zielfunktion @y, fithrt. Um zu erreichen, dass
diese Reduktion nicht zu klein ist, verlangt man

p(a) = (yff") + apk) < q, (yﬁf”) + ciaD®, <y}(Lk))Tpk, (3.13)

wobei ¢; € (0,1) eine zu wihlende Konstante ist. Dies ist jedoch fiir alle hinreichend
kleinen Schrittweiten « erfiillt. Da zu kleine Schrittweiten sehr teuer sind, soll dies
durch eine weitere Bedingung verhindert werden,

T T
¢'(a) = DPy, (yék) + Oépk) pr > coD®y, (yék)) pr = c2¢'(0). (3.14)

Die Konstante ¢z € (c1,1) ist wieder zu wéhlen. Bedingung (3.14) besagt also, dass
die Steigung von ¢ bei a bis auf eine Konstante ¢y grofer ist als bei Null. Typische
Werte fiir die Konstanten ¢; und ¢ sind ¢; = 1074 und ¢ = 0.9. Die beiden Forde-
rungen (3.13) und (3.14) werden die Wolfe-Bedingungen genannt. Das urspriingliche
Ziel war, die Schrittweite o so zu wihlen, dass ¢ minimiert wird, also so, dass ¢’
klein im Betrag wird. Die zweite Bedingung (3.14) beschriankt ¢’ nach unten. Um
es auch nach oben zu beschrinken, werden in Simulationen oft die starken Wolfe—
Bedingungen gefordert,

@ (u + op) < B (57 + 0D (5) (3.15)

'qu () + i) pe] > 2| D@ (1) | (3.15b)

> C

Die erste dieser beiden Bedingungen entspricht (3.13).
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3.3. BFGS-VERFAHREN 3. A Posteriori Parameterbestimmung

wihle @ > 0, p € (0,1)
setze o =«

while @, (" + apy) > @4 (yy”) + craD@y(yy") "o
do
setze a =« - p
end while
setze ap = «

Algorithmus 3.2: Algorithmus zur Bestimmung der Schrittweiten ay.

Bermerkung 3.3.1: Lemma 3.1 aus [NW06] besagt, dass es Schrittweiten gibt, die
die starken Wolfe-Bedingungen erfiillen, wenn das zu minimierende Funktional

®;, stetig differenzierbar und auf der Menge {y,(f) + appr | > 0} nach unten

beschriankt ist, wobei p; eine Abstiegsrichtung ist. Dies wird allerdings nur fiir
den Fall bewiesen, dass ®, auf dem gesamten RY definiert ist. Dies ist hier nicht
der Fall. Der Beweis kann trotzdem so gefiihrt werden, wenn man beispielsweise
zusétzlich

By(y) > @y, (y,(f)) fiir alle y € OD), (3.16)

fordert. Ob dies hier erfiillt ist, ist nicht klar. Insbesondere in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, ist der Einfluss der Parameter auf das Funktional eher gering.
So ist das Erfiilltsein der (starken) Wolfe-Bedingungen in diesem Fall offen.

Bermerkung 3.3.2: Beim Bestimmen der Schrittweite wird zuerst eine Standard-
wahl versucht und dann getestet, ob diese die (starken) Wolfe-Bedingungen erfiillt.
Falls dies nicht der Fall ist, wird eine geeignete andere Schrittweite gewahlt und
wieder miissen die (starken) Wolfe-Bedingungen iiberpriift werden. Jede getestete
Schrittweite a beinhaltet dabei das Assemblieren und Lésen eines linearen Systems

um Sp, (y,(f) + apk) zu berechnen. Das Testen der Bedingung (3.15a) erfordert zu-

sitzlich die Auswertung von ®p (yék) + apk). Damit Bedingung (3.15b) getestet

werden kann, muss noch D®, (ygﬂ) + apk) ausgewertet werden. Dies bedeutet ein
erneutes Assemblieren und Losen des adjungierten Problems (3.8). Um dies zu ver-
meiden wird in den in Abschnitt 5 beschriebenen Rechnungen der Backiracking-
Algorithmus aus [NW06, Algorithmus 3.1] verwendet. Dieser ist in Algorithmus
3.2 auf Seite 39 beschrieben. Hier wird die vorgegebene initiale Schrittweite @ so
lange um den Faktor p verkleinert, bis Bedingung (3.15a) erfiillt ist. Diese Vorge-

hensweise verhindert auch, dass die Schrittweite zu klein gewahlt wird, da

o, = max {p"a ‘n € NU {0}, Bedingung (3.15a) ist fiir p"@ statt o erfiillt } .
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3.3.3 Approximation der Hessematrix

Zu Beginn der Minimierung von ®, ist keine Information zur Hessematrix verfiigbar.

Daher wird die erste Iterierte y,(ll) durch das Gradientenverfahren berechnet, das

heilt By = Id. Sei nun angenommen, die Iterierten y,(lk) und y}(LkH) = yék) + appk

sind bereits berechnet. Dann ist das neue quadratische Modell

1
) =30 (1°7) 97580 (427) 4 B (4 ).

wobei die Approximation Bjy; der Hessematrix noch zu bestimmen ist. Dabei soll

mg+1(p) moglichst viele Eigenschaften von &y, (y](lkﬂ) + p) haben. Per Konstruktion

gelten bereits my41(0) = &5 (y,(fﬂ)) und Dmy1(0) = Dy, (y}(lkﬂ)). Nun wird noch
gefordert, dass sich der Gradient von my41 auch bei der alten Iterierten y,(lk) wie der

Gradient von ®y, verhilt, das heifst man fordert

Dmy1(—owpr) = D2y, (y}(Lk)> : (3.17)

Dies ist dquivalent zu

Dmy1(—ogpr) = DPy, (y;(lkﬂ)) — agBiiipr = D®p, (y;(lk))

k+1 k
<~  apBryipr = DPy (y,(l - )> — Dy, (y,(l )> =T
<~ Bk+18k =Tk

. . kD) (B) . . .
mit s = appr = Y, — 1y, . Die letzte Gleichung wird Sekantengleichung ge-
nannt. Damit diese Bedingung erfiillt ist, muss Bj1 den Vektor sy auf r abbilden.
Da By1 positiv definit sein soll, kann dies nur funktionieren, wenn die sogenannte
Kriimmungsbedingung s r, > 0 gilt. Erfiillt die Schrittweite o), Bedingung (3.14)
und ist pg eine Abstiegsrichtung, so folgt

SnTE = Qy <D<I>h (y;(lkﬂ)) — Doy, (y,(f)))Tpk > ap(c2 — 1) Dy, (y;(Lk))Tpk >0,

da sowohl co — 1 < 0 als auch D®, (y}(Lk))Tpk < 0 ist. Das bedeutet, es gibt eine
Matrix Bpyi1, die s auf rp abbildet. Diese ist jedoch nicht eindeutig bestimmt,
da die Bedingungen Symmetrie und positive Definitheit nur N(N — 1)/2 der N2
Freiheitsgrade der Matrix By bestimmen. Um Eindeutigkeit sicher zu stellen, sollen
nun Informationen aus den vorherigen Iterationen verwendet werden. Beispielsweise
kann man fordern, dass By1 nahe an der symmetrischen und positiv definiten Matrix

40



3.3. BFGS-VERFAHREN 3. A Posteriori Parameterbestimmung

B, ist,
Biy1 = argmin ||B— Byl .
B=BT ,Bsp=ry,

Hierbei ist die zu verwendende Matrixnorm noch zu wéhlen. Diese Herangehensweise
fithrt zur DFP-Formel, benannt nach Davidon, Fletcher und Powell, siche [NW06,
Abschnitt 6.1]. Da zur Berechnung der Abstiegsrichtung pr11 die Inverse von By
bendtigt wird, ist es sinnvoll eine Bedingung an ebendiese zu stellen, um By, eindeu-
tig zu bestimmen. Sei Hy = B, ! fiir alle k. Dann wird im BFGS-Verfahren folgende
Bedingung an Hj 1 gestellt

Hyy1 = argmin ||H — Hg||.
H=HT Hrp=sy

Wiéhlt man als Matrixnorm hier eine gewichtete Frobenius—Norm, so ergibt sich eine
explizite Formel fiir Hy 1, siche [NWO06, Seite 140],

Hypt = (Id —kakr,j> H, (Id —gkrks;) + onssy (3.18)

mit o = 1/(rkTsk) > 0. Tatséchlich ist auch Hyy1 symmetrisch und positiv definit,
wenn dies Hj war. Dies sieht man durch folgende Umformung (z € RV \ {0})

ZTHkJrlz =z (Id —kakrkT> H;y, (Id —riksg) z+ kaTsks,;rz
T 2
=z (Id —riksg) H, (Id —riksg) zZ + ok (szk>
2
= wTka + ok (ZTsk>
> 0,

mit w = (Id —rikskT,) z. Die strikte Ungleichheit gilt, da w und z s, nicht gleich-
zeitig Null sein kénnen. Der BFGS-Algorithmus ist in Quelltext 3.3 gezeigt.

3.3.4 L-BFGS

Dieser Abschnitt folgt [NW06, Abschnitt 7.2].

Bei groffen Optimierungsproblemen ist das Speichern der Approximationen By an
die Hessematrix sehr aufwindig, da By dicht besetzt ist selbst wenn die exakte Hes-
sematrix dies nicht ist. Das Gleiche gilt auch fiir die Inverse Hy = B, ! Im Beispiel
3.2.1 entspricht die Dimension des Optimierungsproblems der Anzahl der Gitterzel-
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wiihle 5" € RY gemii (2.21)
wahle Approximation Hy der Inversen der Hessematrix
for £=0,1,... do

Bestimme Richtung pp = —Hp, D®p, (yék))

Bestimme Schrittweite ai > 0, die die (starken)Wolfe-Bedingungen erfiillt

setze y}(LkH) = y}(lk) + aipk

Priife Abbruchkriterium
Berechne Hy,1 geméf (3.18)
end for

Algorithmus 3.3: BFGS-Algorithmus.

len. Um den Speicheraufwand zu reduzieren, wird das sogenannte L-BFGS-Verfahren
verwendet. Das L steht hier bei fiir ,Jimited memory“.

Um die Matrix Hy aus Hy_1 zu berechnen, werden nach Gleichung (3.18) lediglich
die Vektoren ri und si bendtigt. Angenommen es sind neben Hy noch alle Vektoren
r;und s; fiiri = 0,...,k—1 gegeben, so kann Hj, rekursiv berechnet werden. Die Idee
ist nun, dass nur jeweils die letzten m Vektoren signifikant zur Approximation an die
Inverse der Hessematrix beitragen. Hierbei ist m eine zu wéihlende natiirliche Zahl.
Die vorherigen &k —m Vektorenpaare werden zwecks Reduktion des Speicheraufwands
nicht mehr beriicksichtigt. Durch wiederholtes Anwenden von (3.18) mit den letzten
m Vektorenpaaren ergibt sich dann die L-BFGS-Approximation

Hy = (V,L N V,lm) Ho (Ve -+ Vi)
m—1

- Z Ok—m+i (Vk11 Cees Vk—[m+i+1) Sk—m+iSh—mti Viemaits - V1) (3.19)
=0

mit
Vi =1d —opresy, sk = agpr = y;(LkH)—y;(Lk) und ry = D®y, (y}f*”) - D%y, (Z/;(Lk))
(3.20)

Im Rahmen des BFGS-Verfahrens muss lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation
mit Hy, berechnet werden. Dies ist durch Algorithmus 3.4 effizient moglich. Die Multi-
plikation mit der initialen Approximation der Inversen der Hessematrix Hy ist hierbei
losgelost vom Rest des Algorithmus. Es ist daher méglich, Hy ebenfalls mit jedem
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setze g = DPy, (y,gk))

wéahle Approximation Hy der Inversen der Hessematrix
for 1=k—-1,....k—m do
setze a; = QisiTq
setze ¢q = q — oy
end for
setze t = Hyq
for i=k—m,....,k—1 do
setze = gir:t
setze t =t + s;(a; — )
end for

Algorithmus 3.4: Algorithmus zur Berechnung des Produkts ¢t = Hy D®y, (y}(Lk)) nach
(3.19) bei gegebenen Vektoren sg_pm, ..., Sp_1 und Tk _my .-, Tp_1-

Iterationsschritt zu variieren. In [NW06] wird vorgeschlagen HJ als Vielfaches der
Einheitsmatrix zu wahlen, H,g = vt Id mit

.
Sk 1Tk—1

= k> 1. (3.21)

T;;lTk—17
Mit dieser Wahl des Parameters v wird versucht eine Skalierung zu finden, die der
Inversen der Hessematrix in gewisser Weise nahe ist, siehe unter der Uberschrift

Jmplementation* in [NW06, Abschnitt 6.1]. Die erste Matrix HJ wird in der Regel
als Einheitsmatrix gesetzt. Der L-BFGS-Algorithmus ist in 3.5 dargestellt.

Statt einer N x N-Matrix Hj werden in jedem Iterationsschritt des L-BFGS-Verfah-

rens nur m Vektorpaare gespeichert. In Anwendungen hat sich gezeigt, dass m < 100
gute Ergebnisse erzielt. In [NW06] wird 3 < m < 20 vorgeschlagen.
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wéhle Startwert y,(LO) € RY gemiR(2.21)
for £=0,1,... do

wihle HY mit (3.21)
berechne pp, = —H,D®y, (yék)) mit Algorithmus 3.4

berechne oy gemafs Algorithmus 3.2
berechne zp1 = xk + appk

if k>m
16sche si_,, und 74—,
end if

berechne s = xp41 — Tk
berechne rp = D®, (yf(LkH)) — D®y, (y}(f))

end for
Algorithmus 3.5: L-BFGS-Algorithmus
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4 Diskussion von moglichen
Funktionalen

Die SUPG-Methode hat den Nachteil, dass auf jeder Gitterzelle ein Parameter zu
wahlen ist. Wie genau diese Wahl auszusehen hat, ist nicht bekannt. Jedoch ist klar,
dass das Verhalten der Losung in die Wahl der Parameter eingehen muss. Beispiels-
weise treten Grenzschichten oft an Ausstromréndern mit Dirichlet—Randbedingungen
auf, sodass andere Parameterwahlen in diesen Teilen des Gebiets verbesserte Ergeb-
nisse erzielen konnen, siche [Kno09|. Im Allgemeinen ist bekannt, dass die Wahl der
Parameter grofsen Einfluss auf die numerische Losung hat. Die a posteriori Parame-
terbestimmung ist ein Weg, diese Parameter abhéngig von der berechneten Losung
zu bestimmen. Die hier auftretenden Funktionale sind allerdings noch nicht definiert
worden. Statt also gute Parameter zu suchen, werden jetzt gute Funktionale gesucht.
Welche genau vorteilhaft sind, ist ebenfalls nicht bekannt. Die Forschungen zu diesem
Thema stehen erst am Anfang.

Der Einfachheit halber wird nur der zweidimensionale Fall, d = 2, betrachtet.

4.1 Residuale Funktionale

Das zu minimierende Funktional ®, : Dy — R, &, = I 0 Sy, soll eine Aussage
iiber die Qualitdt einer berechneten Losung liefern. Das Ziel ist es, scharfe Grenz-
schichten in numerische Losungen zu erméglichen, jedoch gleichzeitig unphysikalische
Oszillationen zu vermeiden. Eine naheliegende Wahl sind Residuen. Das heifit man
wahlt

Pp(yn) = [|-eASk(yn) +b - VSu(yn) + cSulyn) — fII,

wobei der Laplace—Term wieder elementweise zu verstehen ist und die Wahl der Norm
noch offen ist. Sinnvoll erscheinen zum Beispiel die LP-Normen, p € [1, oco]. Die Moti-
vation fiir residuale Funktionale ist, dass im Falle kleiner Residuen die starke Form
(2.2) der Gleichung gut erfiillt ist und somit auch die Losung als gut anzusehen ist.
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4.1. RESIDUALE FUNKTIONALE 4. Diskussion von méglichen Funktionalen

Bermerkung 4.1.1: Die gleiche Fragestellung ergibt sich auch bei der Suche nach
Fehlerschitzern, die unter anderem bei adaptiven Gitterverfeinerungen verwendet
werden konnen. Hierbei wird versucht die Gitterzellen zu identifizieren, in denen
der Fehler am grofiten ist, um diese Gitterzellen dann zu verfeinern. Im Fall domi-
nierender Konvektion versagen jedoch die gebrduchlichsten Fehlerschitzer, siehe
z. B. [Joh00].

Eine naheliegende Wahl sind a posteriori Fehlerschitzer fiir Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichungen. Von R. Verfiirth aus [Ver05] ist folgender Vorschlag, (wy, €
Wh)

In(wp) = Y o |—eAwp +b- Vg + cwn — fllgr+ Y ePapl|Re(ws)|? g,
TeTh EcCoT
(4.1)
wobei mit F die Kanten einer Gitterzelle T' bezeichnet sind und

—[leng - Vwy|]p , falls E ¢ 09,
Re(wp) =< g —eng - Vwy, , falls E c TV,
0, ,falls E c TP,

a7 = min {diam(T)el/z, 051/2} )

ap = min {diam(E)51/2, 051/2} .

Hierbei ist ng ein fiir jede Kante E festgelegter Normalenvektor! mit Norm Eins
und [|vg|] ist der Sprung einer Funktion vy, iiber E, das heift fir € E gilt

(onl] (z) = 4 oo (vn(z +tnp) —vn(z — ), falls B¢ 00,
v €Tr) .=
h limpo (—vn(z — tng)) , falls E C 09.

Dieser Fehlerschétzer erwies sich in [JKS11] als nicht brauchbar. Dies liegt an zwei-
erlei Problemen. Zum einen konnen Grenzschichten nicht mit vertretbharem Aufwand
aufgelést werden, sodass selbst knotenexakte Lésungen dort stark von Null verschie-
dene Residuen haben. Der globale Fehlerschétzer (4.1) wird also durch die Beitrige
einiger weniger Gitterzellen dominiert, in denen eine Reduktion des Residuums even-
tuell nicht mehr oder nur in geringem Mafe méglich ist. Da eine Minimierung des
Funktionals @5 aber zunichst die grofiten Beitrige reduzieren wiirde, werden auch
die Residuen aufserhalb von Grenzschichten nicht reduziert. Um dies zu vermeiden,

!An inneren Kanten ist die Orientierung nicht wichtig, am Rand zeigt der Normalenvektor nach
aufien.
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wurde in [JKS11] vorgeschlagen, die Gitterzellen an Dirichlet-Réndern nicht mit in
den Fehlerschitzer einzubeziehen. Ein weiteres Problem ist, dass Oszillationen an
Grenzschichten oft in der Richtung senkrecht zur Konvektion (crosswind) auftreten.
In [JKS11] wurde versucht, diese durch die Minimierung eines Funktionals zu unter-
driicken, welches die crosswind-Ableitung enthélt. Das in dieser Arbeit verwendete
Funktional aus [JKS11] ist

Y

In(wp) = Z |—eAwp + b - Vwy, + cwp, — fH?),T + H¢ <’bL : thD‘

TETy Ll(T)
TnrP=p
(4.2)
mit
bl(x) = {b(lx)| (b2(x), —b1(x)) , falls b(x) # 0,
, falls b(x) =0,

5 (51:2 — 31:3) , falls < 1.

0
gb(az):{}/E ,falls o > 1,

Im Vergleich zu (4.1) fehlen hier auch die Beitrége tiber die Kanten. In [JKS11] wird
beschrieben, dass deren Einfluss vernachlissigbar ist. Die Funktion ¢ ist so gewahlt,
dass I, Fréchet-differenzierbar ist,

DIy (wp)vp, = Z 2 (—5Awh +b-Vw, + cwp, — f,—eAvp, + b - Vo, + cvh)o T
TeT;, ’
TrrD=0

[ (-] ]

T
mit
s (o) ] 0 -

(5 (bJ‘ : th(x)> - gsign <bJ‘ : th(x)) (bJ‘ : th(x))2> bl - Vo, (x)

falls [b™ - Vuwy,(x)| < 1 und

_ 1sign (bt - Vuy(x))
2 VIbt -V, (x)|

[thqb (’bL . thD Uh} (x) bt - Vo (x)

falls [bt - Vawy(x)| > 1.
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4.2 Funktionale zur Einhaltung von Minimum- und
Maximumprinzipien

In dieser Arbeit werden Funktionale untersucht, die gewisse a priori Informationen
iber die Losung erfordern. Solche Informationen sind in Anwendungen manchmal
bekannt.

Beispiel 4.2.1: Fiir eine Losung u der Gleichung (2.6) gilt:
up > 0 und a(u,v) > 0 fiir alle v € H&(Q) mit v > 0= u >0,

siehe [Dob10, Abschnitt 7.5] fiir eine genaue Formulierung. Das heiftt unter gewis-
sen Voraussetzungen bleibt eine Losung positiv. Im Spezialfall ¢ = 0 kann sogar
supq |u| = supyq |u| gezeigt werden. Auch Maximum- und Minimumprinzipien fiir
klassische Losungen findet man in der Literatur, zum Beispiel in [Bra07], [Dob10]
oder [Eva98|.

Es sei angenommen, dass die Losung u des stetigen Problems (2.2) a priori zwischen
den Grenzen My, und My liegt, also

fiir fast alle x € Q gilt My < u(x) < Mpax -

Dies kénnen zum Beispiel physikalische Grenzen sein, etwa wenn u die Konzentration
eines gelosten Stoffes ist. Dann ist sicher, dass u nur Werte zwischen Null und Eins
annimmt. Ein weiteres Beispiel ist die Temperaturverteilung in einem Fluid. Hier ist
ohne zusétzliche Wérmequellen (also ¢ = 0 und f < 0) sicher, dass die Temperatur im
Innern des Gebiets nicht hoher ist als am Rand. Aus der Sicht eines Anwenders sind
Verletzungen dieser Grenzen oft nicht akzeptabel. Daher sollte auch eine numerische
Lésung sie respektieren. In der Praxis wird dies oft erreicht, indem die berechnete
Losung up durch Projektionen der Form

up, — max {up, Myin } und up +— min {up, Mpax }

einfach auf den richtigen Bereich eingeschriankt wird. Diese Vorgehensweise scheint
jedoch wenig plausibel. Insbesondere wird auf diese Weise im Allgemeinen die Mas-
senerhaltung verletzt. Im Rahmen der a posteriori Parameterbestimmung kann mit
einem geeignet gewédhlten Funktional das Verletzen von Minimum- und Maximum-
prinzipien bestraft werden. Dazu wird ein weiteres Funktional F} : V;, — R definiert,
welches dem zu minimierenden Funktional ®j hinzugefiigt wird. Es soll also

@1 (yn) = Boln (Su(yn)) + Fr (Sk(yn)) (4.3)
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minimiert werden. Der frei wihlbare Parameter 5y bietet die Moglichkeit die beiden
Anteile I, und F}, des Funktionals zu gewichten. Es sei nun Fj(up) = || fi(us)||5 +
|| fo(up) ||y mit fi : Vi, — L*(Q), i = 1,2, fast iiberall definiert durch

(f1(w) () = Brexp (arg(u(x))?) =1, (fa(w)) (x) = Bag (u(x))" 2.

Dabei sind a1, ag, 81 und B2 positive Konstanten und g : R — R ist nur aufserhalb
des Intervalls [Mpin, Mmax] von Null verschieden,

Mmin ) if ) < Mmina
g(y) =40 it Mmin < Y < Mmax,
Yy — Mmax if Yy > Mmin~

Offenbar ist F(up) = 0, falls up nur Werte in [Mmin, Mmax] annimmt. Fiir die a
posteriori Parameterbestimmung wird noch die Fréchet—Ableitung von Fj bendtigt.
Diese existiert und ist fiir alle uy, vy, € Vj, gegeben durch

DFy(up)on = 2 (f1(un), D fi(un)on), + 2 (fa(un), D fo(un)vn),

= 2/51 (exp (a1g(u)?) — 1) 2B1019(u)g' (u) exp (a1g(u)®) vdx
QO

+ 2/ng(u)1+a2ﬁ2(1 + ag)g(u)*? g (u)v dx,
Q

wobei auf die Abhéngigkeit der Funktionen u und v von der Variable x aus Griinden
der Ubersichtlichkeit verzichtet wurde.
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5 Numerisches Beispiel

Im Allgemeinen ist es nicht trivial geeignete Testbeispiele zu finden, deren Losung be-
kannt ist und charakteristisches Verhalten zeigt, insbesondere Grenzschichten. Wird
eine solche Losung vorgegeben und werden die Randdaten und rechte Seite f ent-
sprechend gesetzt, so hangt auch f von der Diffusion € ab. Das heifst auch f kann
Grenzschichten haben. Integrale vom Typ (f,vp)o sind dann sehr schwer numerisch
zu berechnen. Es werden sehr genaue Quadraturformeln benétigt, um zu verhindern,
dass Quadraturfehler alle weiteren Fehlerquellen dominieren. Das verldngert die Zeit
der Berechnung der rechten Seite erheblich und kann dazu fiihren, dass die Methode
ineffizient wird. Dies gilt besonders in drei oder mehr Dimensionen.

5.1 Problembeschreibung

In dieser Arbeit soll ein Beispiel aus [Hem96]| als Testbeispiel dienen. Weitere wur-
den in [JKS11] und [Luk11] betrachtet. Es seien Q = (—3,8) x (=3,3) \ B1(0) mit
B1(0) = {(a:,y) ‘xz +y?2 <1 }, e=10"% b= (1,0)" und c = f = 0, sowie folgende
Randbedingungen vorgegeben:

ou __
5 =0

—
Q|
S S
! I
: Q S

h ow =0

Abbildung 5.1: Beschreibung des Beispiels von Hemker
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solufion

.T.OOO

0.750

I0.5oo

0.250

IO.OOO

Abbildung 5.2: Exakte Losung des Beispiels von Hemker

solution

.4.14

1.64

.—0.851
l-3.35

-5.84

Abbildung 5.3: Losung u des Beispiels von Hemker mit Galerkin—Verfahren, Level 4

u=0 auf {(z,y) €9 |z=-3},

u=1 auf {(z,y) € 00 ’:ﬂ2+y2:1},
@
on

Dies ist in Abbildung 5.1 verdeutlicht. Die Lésung kann mit Hilfe von modifizierten
Bessel-Funktionen explizit angeben werden, siehe [Hem96|. Sie besitzt zwei innere
Grenzschichten entlang der Konvektion b ausgehend vom oberen und unteren Rand
des Einheitskreises sowie eine Randgrenzschicht bei {(a:, Y) |3:2 +yP=1z< O} C
0. In Abbildung 5.2 ist die Losung zu sehen. Zur Illustration ist in Abbildung 5.3
noch die Losung des nicht stabilisierten Galerkin—Verfahrens zu sehen. Die angespro-
chenen unphysikalischen Oszillationen sind zu erkennen. Auf gréberen Gittern sind
sie noch deutlicher.

=0 auf allen anderen Teilen des Randes 0f2.
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5.2. ERGEBNISSE 5. Numerisches Beispiel

Bermerkung 5.1.1: Hier ist ¢ — 1divb = 0, sodass (2.4) nur mit ¢y = 0 erfiillt ist.
In diesem Fall kann die eindeutige Losbarkeit in einer schwicheren Norm als der
SUPG-Norm gezeigt werden, wenn statt (2.26) nur 0 < yr < h2./(ec?,) gefordert
wird. Sofern P!'- oder Q'-Finiten Elemente auf Rechtecken verwendet werden,
entfillt diese Forderung komplett, da in diesem Falle (2.24) trivialerweise erfiillt
ist.

5.2 Ergebnisse

Alle Rechnungen wurden mit dem Programmpaket MooNMD, [JMO04]|, durchgefiihrt.
Hierbei kam ein direkter Loser auf verschieden Gitterlevel zum Einsatz. Die Anzahl
der Level war sechs, wobei das grobste in Abbildung 5.4 zu sehen ist und alle weite-
ren durch uniforme Verfeinerung daraus hervorgingen. Die krummlinigen Randteile
wurden mit isoparametrischen Finiten Elementen approximiert. Das feinste Gitter
hat 188416 Gitterzellen und 189536 Gitterpunkte. Alle Berechnungen wurden nur
fiir Q'-Finite Elemente durchgefiihrt, da diese in Anwendungen am wichtigsten sind.
In [JKS11] wurden auch Q- und Q3-Finite Elemente eingesetzt.

Abbildung 5.4: Gitter auf Level 1 mit 184 Gitterzellen und 219 Gitterpunkten.
Als Referenz dient die berechnete SUPG-Losung von (2.20) mit der Paramterwahl
(2.21). Diese ist in Abbildung 5.5, Seite 53, zu sehen. Es sind einerseits unphysika-
lische Oszillationen entlang der Grenzschicht, als auch Verletzungen des Minimum-

und des Maximumprinzips deutlich erkennbar.

Es kamen die folgenden vier Funktionale zum Einsatz:
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solution

.1.08

0611

0.141

I—O.BSO
-0.800

solution

.'I.OS

0611

IO 141
I-O.330
-0.800

(a) SUPG-Losung, Level 4

(b) SUPG-Lésung, Level 6

Abbildung 5.5: SUPG-Lésung

1. Das residuale Funktional @5 (ys) = I5(Sn(ys)) aus (4.2),
2. das Funktional @ (ys) = || f1(Su(yn))||2 aus (4.3), d.h. By = B2 = 0,
3

. das Funktional @ (ys) = || f2(Su(yn))|[5 aus (4.3), d.h. By = f1 =0,
4. das Funktional ®,(yp) = Boln (Sh(yh)) + F}, (Sh(yh)) mit Bp = 1 = P2 = 1.

Auferdem wurden die Parameter a; und ag in (4.3) stets auf Eins gesetzt.

In den Simulationen wurde die Minimierung des Funktionals ®; mit Hilfe des L-
BFGS-Algorithmus 3.5 auf Seite 44 realisiert. Als Abbruchkriterium wurde

o, (v — @, (v
€.




5.2. ERGEBNISSE 5. Numerisches Beispiel

verwendet, wobei dpi, = 1074 gesetzt wurde. Die Schrittweite wurde mit dem
Backtracking-Algorithmus auf Seite 39 ermittelt. Hier wurde die initiale Schrittweite
@ auf Eins und p = 0.5 gesetzt. Weiterhin betrug die Anzahl m der zu speichernden
Vektorpaare fiir das L-BFGS-Verfahren 100.

In Tabelle 5.1 sind fiir jedes der sechs Level die Rechenzeit, die Anzahl der Itera-
tionen, die Rechenzeit pro Iteration sowie der bendtigte Speicher eingetragen. Der
benotigte Speicher ist bei allen vier untersuchten Funktionalen praktisch identisch.
Das war auch zu erwarten, da die zu 1senden Probleme in jedem Fall gleich grof
sind. Aus diesem Grund sind auch die Rechenzeiten pro Iteration vergleichbar fiir
die Félle 1 und 4. Im Fall 2 ist die Rechenzeit pro Iteration auf dem feinsten Gitter
stark erhoht. Dies lag an sehr kleinen Schrittweiten, sodass zuvor viele Schrittweiten
getestet wurden. Jeder dieser Tests erfordert das Assemblieren und Losen eines li-
nearen Systems sowie die Auswertung des Funktionals, siehe auch Bemerkung 3.3.2.
Als weiteres Abbruchkriterium wurde in Fall 2, Level 5, und Fall 3, Level 1 und 6,
die maximale Anzahl der Iterationen auf 10 000 beschréinkt.

Fiir die einzelnen untersuchten Funktionale sind in Abbildungen 5.7-5.14 die Lo-
sungen zu bestimmten Iterierten auf dem Level 4 dargestellt. Alle vier Funktionale
fiihren zu einer starken Vergréferung der SUPG-Paramter oberhalb und unterhalb
des Kreises und entlang der inneren Grenzschicht.

range of solution (-0.674,1.079), supg_param range of solution (-0.074,1.059), supg_param
final solution, Level 6 -0,0469 final solution, Level 6 . 1.87
0.0352 1.40

| 006 0935

| 00120 0.468

i0.00

0.000338

(a) Fall 1. (b) Fall 2.
range of solution (-0.056,1.088), supg_param range of solution (-0.674,1.079), supg_param
final solution, Level 6 .0.914 final solution, Level 6 -!10469

0.686 0.0352

0457 . 00236

0.229 0.0120

i0.00 iD‘OODBBS

(c) Fall 3. (d) Fall 4.

Abbildung 5.6: Berechnete Losungen auf dem feinsten Gitter 6 fiir die vier unter-
suchten Funktionale, gefirbt nach dem SUPG-Parameter yj, (auf P-
Finite-Elemente projiziert).
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Level 1 Level 2 Level 3 Level 4 Level 5 Level 6
Freiheitsgrade 219 806 3084 12056 47664 189536

SUPG
Rechenzeit | 0.018 0.076 0.231 0.816 3.095 15.89
Fall 1
Rechenzeit | 11.95 77.42 367.6 981.1 4483 46386
Tterationen 492 685 732 377 535 1109

Rechenzeit / Iteration | 0.024 0.113 0.502 2.602 8.380 41.82
Speicher | 1.146 1.845 3.390 9.511 33.88 118.2

Fall 2
Rechenzeit | 3.763 134.0 1051 5809 70824 83580
Iterationen 113 794 1138 1427 10000 209

Rechenzeit / Iteration | 0.033 0.169 0.924 4.071 7.082 399.9
Speicher | 1.146 1.845 3.390 9.511 33.88 118.2

Fall 3
Rechenzeit | 214.4 016.4 668.5 3343 16930 399843
Iterationen | 10000 1293 219 764 1017 10000

Rechenzeit / Iteration | 0.021 0.399 3.053 4.375 16.65 39.98
Speicher | 1.146 1.845 3.390 9.511 33.88 118.2

Fall 4
Rechenzeit | 23.64 83.41 209.7 1560 5882 60305
Iterationen 951 612 1095 669 647 1463

Rechenzeit / Iteration | 0.025 0.136 0.465 2.332 9.093 41.22
Speicher | 1.146 1.845 3.390 9.511 33.88 118.2

Tabelle 5.1: Vergleich der Leistungsmerkmale fiir die vier untersuchten Funktionale
und der SUPG-Methode. Rechenzeit in Sekunden und Speicher in Me-
gabyte (MB).
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range of solution (-0.711,1.091), functional range of solution (-0.652,1.090), functional
4th iterate, Level 4 .0 0731 12th iterate, Level 4 .0.0733
0.0549 0.0550
-0‘0366 -0.0366
0.0183 0.0183
0.00 0.00
a) Level 4, 4. Tterierte. b) Level 4, 12. Tterierte.
bl )
range of solution (-0.235,1.082), functional range of solution (-0.166,1.080), functional
24th iterate, Level 4 .0‘0731 38thiterate, Level 4 .0.0767
0.0549 0.0576
.0 0366 -0.0384
0.0183 0.0192
0.00 0.00
c) Level 4, 24. Tterierte. d) Level 4, 38. Iterierte.
b )

Abbildung 5.7: Fall 1, Minimierung des residualen Funktionals ®p,(ys) = I5(Sh(ys))
aus (4.2). Bild der Losung, Farben nach Groke des Funktionals auf
jeder Gitterzelle (auf P!-Finite-Elemente projiziert).

range of solution (-0.711,1.091), supg_param range of solution (-0.652,1.090), supg_param
4th iterate, Level 4 -0‘187 12th iterate, Level 4 .0.187
0.142 0.142
[ oovs7 -0.0%7
0.0513 0.0513

0.00590 0.00590
(a) Level 4, 4. Iterierte. (b) Level 4, 12. Iterierte.
range of solution (-0.235,1.082), supg_param range of solution (-0.166,1.080), supg_param
24th iterate, Level 4 -0‘217 38th iterate, Level 4 .0.257
0.163 0.193
[ oo o
0.0561 0.0647
.0‘00253 .0.000514
(c) Level 4, 24. Tterierte. (d) Level 4, 38. Tterierte.

Abbildung 5.8: Fall 1, Minimierung des residualen Funktionals ®,(yn) = I, (Sh(yh))
aus (4.2). Bild der Losung, Farben nach Grofe des Paramters yr auf
jeder Gitterzelle (auf P'-Finite-Elemente projiziert).
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range of solution (-0.529,1.093), functional range of solution (-0.219,1.105), functional
4th iterate, Level 4 -243er6 12th iterate, Level 4 .\ 88007

1.826-06 1.41e-07
1.226-06

9.40e-08

6.08e-07 4.70e-08

0.00

(a) Level 4, 4. terierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.
range of solution (-0.179,1.083), functional range of solution (-0.082,1.069), functional
24th iterate, Level 4 -8409—08 38th iterate, Level 4 .MDE—OS

6.30e-08 2.70e-08

4.200-08 1.80e-08

2.10e-08 9.00e-09

(c) Level 4, 24. Iterierte. (d) Level 4, 38. Iterierte.

Abbildung 5.9: Fall 2, Minimierung des Funktionals ®5(ys) = || f1(Sa(yn)) Hﬁ. Bild
der Lésung, Farben nach Grofe des Funktionals auf jeder Gitterzelle
(auf P!-Finite-Elemente projiziert).

range of solution (-0.529,1.093), supg_param range of solution (-0.219,1.105), supg_param
4th iterate, Level 4 -0.187 12th iterate, Level 4 -D 187
0.142 0.141
0.0967 0.0938
0.0513 0.0470
0.00590 0.000107
(a) Level 4, 4. Tterierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.
range of solution (-0.179,1.083), supg_param range of solution (-0.082,1.069), supg_param
24th iterate, Level 4 -3.25 38th iterate, Level 4 -é)Oé
244 6.04
162 4.03
0813 2.01
.0.00113 .nm
(c) Level 4, 24. Tterierte. (d) Level 4, 38. Tterierte.

Abbildung 5.10: Fall 2, Minimierung des Funktionals ®5(yn) = ||.f1(Sk(ys)) Hz Bild
der Losung, Farben nach Grofe des Paramters yr auf jeder Gitter-
zelle (auf P'-Finite-Elemente projiziert).
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range of solution (-0.519,1.094), functional range of solution (-0.230,1.103), functional
4th iterate, Level 4 -W 880-06 12th iterate, Level 4 .\ 7707

1.41e-06 1.33e-07
9.39-07

8.85¢-08

4.69e-07 4.43¢-08

0.00

(a) Level 4, 4. terierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.
range of solution (-0.171,1.083), functional range of solution (-0.098,1.069), functional
24th iterate, Level 4 -6009—08 38th iterate, Level 4 .3 10e-08

4.50e-08 2.32¢-08

3.00e-08

1.65¢-08

1.500-08 7.75e-09

(c) Level 4, 24. Iterierte. (d) Level 4, 38. Iterierte.

Abbildung 5.11: Fall 3, Minimierung des Funktionals ®5(ys) = || f2(Sk(ys)) H§~ Bild
der Lésung, Farben nach Gréfe des Funktionals auf jeder Gitterzelle
(auf P!-Finite-Elemente projiziert).

range of solution (-0.519,1.094), supg_param range of solution (-0.230,1.103), supg_param
4th iterate, Level 4 -0.187 12th iterate, Level 4 -D 187
0.142 0.141
0.0967 0.0938
0.0513 0.0470

0.00590 0.000144
(a) Level 4, 4. Tterierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.
range of solution (-0.171,1.083), supg_param range of solution (-0.098,1.069), supg_param
24th iterate, Level 4 -2.95 38th iterate, Level 4 -§43
221 4.07
148 2.72
0.740 1.36
.0.00354 .nm
(c) Level 4, 24. Tterierte. (d) Level 4, 38. Tterierte.

Abbildung 5.12: Fall 3, Minimierung des Funktionals ®(y,) = ||.f2(Sk(ys)) Hﬁ. Bild
der Losung, Farben nach Grofe des Paramters yr auf jeder Gitter-
zelle (auf P'-Finite-Elemente projiziert).

o8



5.2. ERGEBNISSE 5. Numerisches Beispiel

range of solution (-0.711,1.091), functional range of solution (-0.651,1.090), functional
4th iterate, Level 4 .0‘0766 12th iterate, Level 4 .0.0731

0.0575 0.0549

!0‘0383 | Jooses

0.0192 0.0183

0.00 0.00
(a) Level 4, 4. Tterierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.
range of solution (-0.216,1.082), functional range of solution (-0.174,1.080), functional
24th iterate, Level 4 .0 0766 38th iterate, Level 4 .0.0731
0.0575 0.0549
.0 0383 | |oo3es
0.0192 0.0183
l000 .0.00
(c) Level 4, 24. Iterierte. (d) Level 4, 38. Iterierte.

Abbildung 5.13: Fall 4, Minimierung des Funktionals ®(yy) = ﬂOIh(Sh(yh)) +
F, (Sh(yh)) mit By = $1 = B2 = 1. Bild der Losung, Farben nach
Groke des Funktionals auf jeder Gitterzelle (auf P!-Finite-Elemente

projiziert).

range of solution (-0.711,1.091), supg_param range of solution (-0.651,1.090), supg_param

4th iterate, Level 4 -0‘187 12th iterate, Level 4 .0.187

0.142 0.142

-0‘0%7 -0.0%7

.0‘0513 .0.0513
0.00590 0.00590

(a) Level 4, 4. terierte. (b) Level 4, 12. Tterierte.

range of solution (-0.216,1.082), supg_param range of solution (-0.174,1.080), supg_param
24th iterate, Level 4 -0‘212 38th iterate, Level 4 -0.247

0.160 0.185

[ oo | 0124

0.0547 0.0618

.0.00

.0‘00216

(c) Level 4, 24. Tterierte. (d) Level 4, 38. Iterierte.

Abbildung 5.14: Fall 4, Minimierung des Funktionals ®5,(yn) = Boln(Sn(yn)) +
Fh(Sh(yh)) mit By = (1 = P2 = 1. Bild der Losung, Farben
nach Grofe des Paramters yr auf jeder Gitterzelle (auf P!-Finite-
Elemente projiziert).
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Verlauf der Funktionalwerte, residuales Funktional

Verlauf der Funktionalwerte, residuales Funktional
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Anzahl der Iterationen Anzahl der Iterationen
(a) Alle Iterationen. (b) Die ersten 40 Iterationen.
Verlauf der Funktionalwerte, Min/Max-Funktional mit exponentiellem Ansatz Verlauf der Funktionalwerte, Min/Max-Funktional mit exponentiellem Ansatz
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(a) Die ersten 1500 Iterationen.

Anzah! der lterationen

(b) Die ersten 40 Iterationen.

Abbildung 5.16: Fall 2: Verlauf des Funktionals (logarithmische Skala).
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0.001

0.0001

1e-05

1e-06

1e-07

1e-08

Verlauf der Funktionalwerte, Min/Max-Funktional mit polynomiellem Ansatz

Verlauf der Funktionalwerte, Min/Max-Funktional mit polynomiellem Ansatz
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(b) Die ersten 40 Iterationen.

Abbildung 5.17: Fall 3: Verlauf des Funktionals (logarithmische Skala).

Verlauf der Funktionalwerte, alle Funktionale

Verlauf der Funktionalwerte, alle Funktionale
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Abbildung 5.19: Fall 1: Verlauf von min uj, Unterschwinger.
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Verlauf der Unterschwinger, Min/Max-Funktional mit exponentiellem Ansatz

Verlauf der Unterschwinger, Min/Max-Funktional mit exponentiellem Ansatz
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Abbildung 5.20: Fall 2: Verlauf von minwuj, Unterschwinger.
Verlauf der Unterschwinger, Min/Max-Funktional mit polynomiellem Ansatz Verlauf der Unterschwinger, Min/Max-Funktional mit polynomiellem Ansatz
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Abbildung 5.21: Fall 3: Verlauf von minuj, Unterschwinger.
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Abbildung 5.22: Fall 4: Verlauf
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(b) Die ersten 40 Iterationen.

von min up, Unterschwinger.
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5.3 Auswertung

Fall 1

Im Fall 1 des residualen Funktionals wurden die Ergebnisse aus [JKS11| bestétigt. Die
berechnete Losung hat weniger Uber- und Unterschwinger als die SUPG-Losung. Die
Parameter y;, werden im Laufe der Optimierung vor allem oberhalb und unterhalb
des Kreises sowie von dort in Stromlinienrichtung entlang der inneren Grenzschicht
vergrofert. In allen anderen Bereichen ist die Lésung glatt und die Standardwahl
(2.21) bleibt im Wesentlichen unangetastet. Gegeniiber den Fillen 2 und 3 ist die
Minimierung mit diesem residualen Funktional einfacher. Das heifst es werden in der
Regel weniger Schrittweiten getestet, sodass die Rechenzeit pro Iterationen besonders
auf feinen Gittern geringer ist.

Fall 2 und 3

Die Funktionale zur Bestrafung von Verletzungen des Minimum- und Maximumprin-
zips konnten in den ersten Iterationen das Funktional schnell reduzieren, beachte die
logarithmische Skala in Abbildung 5.16 und 5.17, jedoch ist besonders auf den feinen
Gittern die Konvergenz sehr langsam. Die Qualitdt der Losung ist in beiden Féllen
vergleichbar, obwohl der exponentialle Ansatz, Fall 2, den SUPG-Parameter stéir-
ker erhohte, sieche Abbildung 5.6 (b) und (c). Es ist allerdings nicht klar, ob andere
Wahlen der Parameter aq, ag, 81 und B3 den exponentiellen (Fall 2) beziehungsweise
den polynomiellen Ansatz (Fall 3) noch entscheidend verbessern konnen. Erste Tests
verliefen negativ. Es bleibt aulerdem festzuhalten, dass diese beiden Funktionale gro-
be Uber- und Unterschwinger zuverlissig detektieren, siehe Abbildung 5.9 und 5.11.
So werden dann auch in den ersten ungefihr Zehn Iterationen die Unterschwinger
deutlich reduziert. Dennoch bleiben auch nach vielen Iterationen noch Unterschwin-
ger, siehe links in Abbildung 5.20 und 5.21, die nur geringfiigig kleiner ausfallen, als
beim residualen Funktional I,.

Fall 4

Die Ergebnisse mit dem kombinierten Funktional dhneln in den ersten Iterationen
stark denen des residualen Funktionals, sodass anzunehmen ist, dass der residuale
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5.3. AUSWERTUNG 5. Numerisches Beispiel

Anteil hier dominiert. Dies ist auch nicht ganz iiberraschend, da sogar eine knotenex-
akte Losung up zu einem nicht verschwindenen residualen Funktional fiihrt, jedoch
ist Fj(up) in diesem Fall Null. Dieser Aspekt sollte auch bei der Suche nach ande-
ren geeigneten Funktionalen beriicksichtigt werden. Vermutlich muss die gegenseitige
Gewichtung der einzelnen Anteile des Funktionals durch die Paramter 5y, 51 und S
noch verbessert werden. Der Grund fiir die Vergroferung der Unterschwinger ab etwa
1000 Tterationen bleibt unklar, siehe Abbildung 5.22 links.
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6 Ausblick

Die a posteriori Optimierung von Parametern liefert verbesserte Ergebnisse gegen-
iiber der SUPG-Methode mit dem Standardparameter (2.21). Welches Funktional
die Qualitdt geeignet bewertet, wird Gegenstand weiteren Forschung sein. Das vor-
geschlagene Funktional zur Bestrafung von Verletzungen des Minimum- und Maxi-
mumprinzips kann selbige im Vergleich mit dem residualen Funktional nicht deutlich
reduzieren. Jedoch bleibt es interessant, da es Unterschwinger schneller, das heifst in
weniger Iterationen, verkleinert.

Um die unphysikalischen Oszillationen an der inneren und der Randgrenzschicht zu
reduzieren, ist der vorgestellte Ansatz der a posteriori Optimierung von Parametern
ebenfalls geeignet. Trotzdem konnten diese Oszillationen nicht vollsténdig entfernt
werden. Ein Funktional, welches Oszillationen lokal misst, kénnte hier Abhilfe schaf-
fen. Vorstellbar sind etwa Bestrafungen von Vorzeichenwechsel des Gradienten. Solch
ein Funktional ist jedoch nicht mehr lokal, das heifs es miissen zur Berechnung immer
mehrere benachbarte Gitterzellen (Patches) betrachtet werden. Dies ist aufwindig,
insbesondere in der Implementation.

In Bereichen, in denen die Lésung glatt ist, werden die Parameter durch die a poste-
riori Optimierung nicht wesentlich veréindert. Daher scheint es sinnvoll diese Parame-
ter zunédchst zu identifizieren und anschliefend von der Optimierung auszuschliefen
um die Effizienz dieser Vorgehensweise zu erhohen.

Die Rechenzeit der a posteriori Optimierung der SUPG-Paramter ist noch sehr grof.

Sie ist im Fall 1 des residualen Funktionals um den Faktor 2600 grofer als bei der
SUPG-Losung. Hier besteht noch viel Verbesserungsbedarf.

65



Literaturverzeichnis

[A1£07]

[BHS2]

[Bra07]

[BS96]

[Cia02]

[Dob10]

[Evaos]

|GFL+83]

[HB79)

Avrr, Hans W.: Lineare Funktionalanalysis: Eine Anwendungsorientierte
Einfihrung. Springer, 2007
BrooOKs, Alexander N. ; HuagHES, Thomas J. R.: Streamline

upwind/Petrov—Galerkin formulations for convection dominated flows
with particular emphasis on the incompressible Navier—Stokes equations.
In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 32 (1982),
S. 199-259

Bragss, Dietrich: Finite Elemente - Theorie, schnelle Léser und Anwen-
dungen in der Elastizitdtstheorie. Springer, 2007

BRENNER, Susanne C. ; SCOTT, L. R.: The Mathematical Theory of Finite
Element Methods. Springer, 1996

CIARLET, Philippe G.: The finite element method for elliptic problems.
STAM, 2002

DoBrROWOLSKI, Manfred: Angewandte Funktionalanalysis. Springer, 2010

Evans, Lawrence C.: Partial Differential Equations. American Mathe-
matical Society, 1998

GOERING, Herbert ; FELGENHAUER, Andreas ; LUBE, Gert ; RoOs, Hans-
Gorg ; ToBISKA, Lutz: Singularly pertubed differential equations. Akade-
mie Verlag, 1983

HucGHES, Thomas J. R. ; BROOKS, Alexander N.: A multidimensional
upwind scheme with no crosswind diffusion. In: HuGHES, Thomas J. R.
(Hrsg.): Finite element methods for convection dominated flows Bd. 34.
AMD,ASME, 1979, S. 19-35

66



Literaturverzeichnis Literaturverzeichnis

[Hem96]

[JKO7|

[JKS11]

[TM04]

[Joh00]

[Kno09|

[Luk11]

[NW06]

[RSTO8]

[Ver05]

HEMKER, Piet W.: A singularly perturbed model problem for numerical
computation. In: Journal Computational and Applied Mathematics 76
(1996), S. 277285

JOHN, Volker ; KNOBLOCH, Petr: On spurious oscillations at layers di-
minishing (SOLD) methods for convection-diffusion equations: Part I - a
review. In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 196
(2007), S. 2197-2215

JOHN, Volker ; KNOBLOCH, Petr ; SAVESCU, Simona B.: A posteriori
optimization of parameters in stabilized methods for convection-diffusion
problems - Part I. In: Computer Methods in Applied Mechanics and En-
gineering 200 (2011), S. 2916-2929

JOHN, Volker ; MATTHIES, Gunar: MooNMD — a program package based
on mapped finite element methods. In: Computing and Visualization in

Science 6 (2004), S. 163-170

JOHN, Volker: A numerical study of a posteriori error estimators for
convection-diffusion equations. In: Computer Methods in Applied Mecha-
nics and Engineering 190 (2000), S. 757-781

KNOBLOCH, Petr: On the choice of the SUPG parameter at outflow
boundary layers. In: Preprint No. MATH-knm-2007/3 31 (2009), S. 369—
389

LUKAS, Petr: Adaptive choice of parameters in stabilization methods for
convection-diffusion equations, Charles University in Prague, Diplomar-
beit, 2011

NOCEDAL, Jorge ; WRIGHT, Stephen J.: Numerical Optimization. 2.
Auflage. Springer, 2006

Roo0s, Hans-Gorg ; STYNES, Martin ; TOBISKA, Lutz: Robust Numerical
Methods for Singularly Perturbed Differential Equations. Springer, 2008

VERFURTH, Riidiger.: Robust a posteriori error estimates for stationary
convection-diffusion equations. In: SIAM J. Numer. Anal. 43 (2005), S.
17661782

67



Erklarung

Hiermit versichere ich, diese Masterarbeit selbststdndig und nur unter Verwendung
der im Literaturverzeichnis angegebenen Hilfsmittel angefertigt zu haben.

Berlin, den 14. September 2011



	Einleitung
	FEM
	Notation und Sobolev-Räume
	Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen
	Schwache Lösungen

	Finite–Elemente–Methode
	Galerkin–Methode
	Gitter
	Finite Elemente und Finite–Elemente–Räume
	Finite–Elemente–Methode

	Streamline Upwind Petrov-Galerkin–Methode
	Analysis der SUPG–Methode


	A Posteriori Parameterbestimmung
	Allgemeine Herangehensweise
	Berechnung des Gradienten
	BFGS-Verfahren
	Abstiegsrichtung
	Schrittweite
	Approximation der Hessematrix
	L-BFGS


	Diskussion von möglichen Funktionalen
	Residuale Funktionale
	Min/Max-Prinzipien

	Numerisches Beispiel
	Problembeschreibung
	Ergebnisse
	Auswertung

	Ausblick

