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Kurzfassung: Ein wesentlicher Teil der Eingangsdaten fiir stochastisgpgmierungsprobleme
sind Szenarien, die die mégliche Entwicklung der stockelséin Parameter beschreiben. In die-
sem Kapitel wird die Reduktion von Mengen von Szenarienrgsits fir stochastische energie-
wirschaftliche Optimierungsprobleme diskutiert. Die Medik und die vorgeschlagenen Algo-
rithmen zur Szenarioreduktion beruhen auf der Verwendumyggasster Abstande von (multiva-
riaten) Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzgl. derehsie stochastischen Optimierungsmodelle
stabil verhalten. Solche Abstande sind fir lineare bzw.igelnt-ganzzahlige zweistufige Optimie-
rungsmodelle Fortet-Mourier Metriken bzw. gemischte Péglanz- und Fortet-Mourier Metriken.
Weiter wird die Anwendung von Methoden der Szenarioredukiiur Generierung von Szenario-
b&umen diskutiert.
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11.1 Einleitung

Optimierungsprobleme in der Energiewirtschaft enthali@nfig unsichere Parameter,
die in der Zielfunktion oder in den Gleichungen bzw. Undheingen, die die Restriktio-
nen beschreiben, auftreten. Solche unsicheren Pararmatdyesspielsweise zukiinftige
Strompreise am Spot- und Terminmarkt, Preise von Strowaten an den Strombor-
sen, Primarenergiepreise (fir thermische Kraftwerke) edéktrische Last, Zufliisse zu
Reservoirs hydraulischer Kraftwerke, oder das Dargebararuerbaren Energien fur
entsprechende Erzeugungsanlagen. Alle diese unsicharam@ter erlauben eine Inter-
pretation als ZufallsgréRen oder stochastische Prozesden meisten Fallen existieren
historische Daten bzw ausgereifte stochastische Mod&lkeBeispiele daflir seien die
Modelle fur Strompreise [2, 3, 17, 25, 27, 29], die elektnstast [5, 27] oder die Wind-
geschwindigkeit [6] genannt.

Bezeichnet = {¢,}1 , den stochastischen Prozess rhifimensionalen Zufallsvaria-
blen¢; fur jeden Zeitpunkt, der in ein energiewirtschaftliches Modell Giber einem dis-
kreten Zeithorizont mif” Zeitpunkten eingeht, so kann ein solches Modell haufig in der
Form

T t—1
min {E <Z ft(%ft)) txy € Xy, ZAtTItﬂ- = ht(ft), t=1,... 7T} (11.1)
t=1

7=0

geschrieben werden. Dabei sind die Entscheidungea (z1,...,xr) stochastische
Prozesse, die den in (11.1) enthaltenen Restriktionenggemiiniissen. Einerseits sollen
sie zu jedem Zeitpunktzu einer gewissen Mengg; gehdren, die durch endlich viele
lineare Gleichungen und Ungleichungen sowie méglichesavdiurch Ganzzahligkeits-
bedingungen beschrieben wird. Uberdies liegen zeitiibéegide Restriktionen und Bi-
lanzgleichungen fur den Prozess&n jedem Zeitpunkt vor. Erstere beschreiben z.B. die



zeitliche Entwicklung der Zustande eines Energiesystées.Matrizen A, besitzen
dabei geeignete Dimension uhg(¢;) sind evtl. vom stochastischen Prozésabhan-
gige Vektoren, die z.B. Zufliisse, die elektrische Last undd&hergie beschreiben. Die
Funktionenf,(-, ¢;) beschreiben Kostenfunktionen, die von unsicheren Praiskéngen
kénnen, und z.B. (stiickweise) lineare oder quadratiscinétianen von Komponenten
vonz, sind. Ziel ist hier die Minimierung der erwarteten Kosteagdrunktionak liefert
den Erwartungswert).

Der Zeitpunktt = 1 représentiert die Gegenwart oder unmittelbar bevorstih&u-
kunft, d.h. der Wert vorg; ist bekannt oder kann hinreichend gut vorhergesagt werden.
Daher wird im Modell (11.1) angenommen, dass die Entscimgjdy der ersten Zeitstu-
fe deterministisch ist. Dies wird durch die Restriktion = E(xz,) beschrieben. Dann
laRt sich das stochastische Optimierungsmodell (11.1a&@ptimierungsproblem

min{fl(:vl.{l) +E ((I)(.Tl,é)) T = E(l‘l), I S Xl, Alel = h1(§1)} (112)

bzgl. der Erststufen-Entscheidumg umformulieren, wobef := (&, ..., &r) der unsi-
cheren Zukunft entspricht und die Funkti®rdefiniert ist durch

t—1

T
(I)(.Il,g) = 1nf{]E <Z ft(xt,ﬁt)> X € Xt, ZAt‘rxtf‘r = ht(&t)a t= 2, .. ,T} .
t=2

7=0

Im Problem (11.2) ist dann die kostenminimale Erststuféswreidung gesucht, die auch
die erwarteten zukiinftigen Kosten bei unsicherer Zukuifinrmert. Hierbei handelt es
sich um eirzweistufiges stochastisches Optimierungsproblem

Wahrend die Erststufenentscheidungdeterministisch ist, hangt die Zweitstufenent-
scheidungt := (z2, ..., z7) und auch jede ihrer Komponenten vom gesamten stochas-
tischen ProzesSab.

Will man tberdies modellieren, dass die Entscheidtymum Zeitpunkt nur von der bis
dahin vorhandenen Informatidéy, . . ., £;) abhangt, dass also der Entscheidungsprozess
rekursiv ist und zu jedem neuen Zeitpunkt auf der Basis ninfermation erfolgt, so
kann dies Uber neue Restriktionen der Form

e = E(2ilé1, &, &) (t=1,....T) (11.3)

in (11.1) formuliert werden. Dabei steliY(- |£;, &9, . . ., &) die bedingte Erwartung bzgl.
des Zufallsvektorgéy, &o, . . ., &) dar und die Restriktion bedeutet, dass flr jetles
2,...,T, die Entscheidung; eine Funktion von&y,&,,. .., &) darstellt. Die neuen
Nebenbedingungen (11.3) heil3en awichtantizipativitatsrestriktionemnd Problem
(11.1) mit (11.3)mehrstufiges stochastisches Optimierungsproblie Restriktion fur
t = 11in (11.3) entspricht der bisherigen Bedingung= E(z;) in (11.2).

Bezeichnet man die Restriktionsmenge der Erststufertegithengr; mit

Xl = {Il S Xl i A— E(SEl), Al(ﬂ?l = hl(&l)}a
so laRt sich eine Funktiofy wie folgt einfiihren

fO(Il,g) — { fl(xl.gll;Q)(x17§) s fSaO”nSSZtCl € X1 undfb(xl,ﬁ) endlich ist,



Dabei sichern geeignete Annahmen an den Prazelssb (21, &) > —oo gilt. Die End-
lichkeit von ®(z, £) bedeutet dann, dass eine Entscheidung. . ., z7) existiert, die
alle Restriktionen erfillt. Die Existenz solcher zulassigentscheidungen muss nachge-
wiesen werden.

Mit diesen Festlegungen hat das Erststufen-Optimierwogdem (11.2) die aquivalente
Form

min {E(fo(zl,é)) — [ e OPE) i1 € X} , (11.4)

RS
wobei P die multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung vérauf R® mit s := T'd ist
undE den Erwartungswert bzgP darstellt.

Um zwei- oder mehrstufige stochastische Optimierungsproblin Anwendungen néa-
herungsweise numerisch zu I6sen, muss der stochastischesRf durch einen Prozess
mit endlich vielen Szenarien (od&zenariosoder, anders formuliert, die Wahrschein-
lichkeitsverteilungP durch eine (diskrete) Verteilung mit endlich vielen Atonesetzt
werden. Es seien nuji diese Szenarien mit den zugehdérigen Wahrscheinlichkgiten
i=1,...,N.Alle Szenarien besitzen die Form

Das stochastische Optimierungsproblem (11.4) nimmt déRarm

N N

min {Zpifo(iﬂlafl) = fi(z1,&) + Zpiq’(thz) 1wy € Xl} (11.5)
i=1 i=1

an. Bei der Lésung von (11.5) stellt sich das folgende Problenerseits erméglicht eine

grof3e Zahl von Szenarien eine gute Darstellung der stdsblash Parameter. Anderer-

seits wachst mit der Zahl der Szenarien der Aufwand zur Lgsies Optimierungspro-

blems. Daher ist es mitunter notwendig, sich bei der Loésumy(¢1.5) auf eine deutlich

reduzierte Auswahl aus de¥i “Ausgangsszenarien” zu beschranken.

In den Abschnitten 11.3.1 und 11.4 werden die in [10, 15, #B3ehtwickelten Anséatze

und Algorithmen zur Szenarioreduktion fiir lineare bzw. ¢ggait-ganzzahlige zweistufi-

ge stochastische Optimierungsprobleme beschrieben. gargy beruht auf Stabilitats-

aussagen fur stochastische Programme bzgl. geeignet&indlesvon Wahrscheinlich-

keitsverteilungen, die im nachsten Abschnitt 11.2 disktitverden.

Mehrstufige stochastische Optimierungsprobleme modetlieinen Prozess sukzessi-

ver Beobachtungen und Entscheidungen. Die im Verlauf deérsdi&zessive erfolgende

Beobachtung der stochastischen Parameter kann durch di@#umg der Szenarien in

einer Baumstruktur (vgl. Abbildung 11.5) modelliert wend®ezeichnet; die Anzahl

der mdglichen Werte voh bzw. x zum Zeitpunkt, so wachst diese Anzahl niitwobei

k1 = 1 der Wurzel undkr = N den Blattern des Baums entsprechen. Die Restriktion

(11.3) nimmt dann die Gestalt (szenarienverkoppelndearoBlingsrestriktionen

-1
vp=E (@&, &, .. &) = Y pi | Y pal (i=1,... . k,t=1,...,T) (11.6)

jeCy jeCi

an, wobei die Menged?, i = 1,...,k;, eine Zerlegung der Menggl, ..., N} dar-
stellen und (wegeth; = 1 bzw.kr = N) C{ = {1,...,N} bzw.C% = {i},i =



1,...,kr = N gilt. Samtliche Menge®} werden mit wachsenderrkleiner. Unterteilt
sich die Menge’} (i = 1,. .., k:) beim Ubergang vonzut + 1 in die voni abhangigen
MengenC’gH,j = Jiy.eorJiyr — L (Mit j3 = L undjr,+1 — 1 = ki41), SO bedeu-
tet dies, dass sich Szenaiidn ¢ in j;,.1 — j; Szenarierverzweigt Allerdings weisen
aus historischen oder simulierten Daten gewonnene Seengirie solche Baumstruktur
im Allgemeinen nicht auf. Im Abschnitt 11.3.2 wird besclwéa, wie durch sukzessive
Anwendung der Szenarioreduktion eine Baumstruktur héetieserden kann.

11.2 Stabilitdt und Metriken flr Wahrscheinlichkeitsvert eilungen

Fur eine numerische L&sung stochastischer Optimierungsgme ist die urspringliche
Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine Verteilungy mit endlich vielen Atomen
bzw. Szenarien zu ersetzen. Dabei ist es naheliegend, diesé¥eeinlichkeitsverteilung
Q derart zu wahlen, dass die Ergebnisse der Optimierung@gtimalwerte und Lésun-
gen) sich bei dieser Ersetzung maoglichst wenig veréandeler,anders ausgedruckt, sich
stabilverhalten.

Wir verwenden im Folgenden die Bezeichnungen

4
—

Y
~—

Il

inf{/RS fo(x1,&)P(dE) : 21 € Xl}
s(7) = {me s [ o9 - up)

fur den Optimalwert bzw. die Menge aller Losungen von (Lldylen meisten Anwen-

dungen ist die Mengé&; beschrankt und es gelten die in [22] hergeleiteten Abscinétz
gen:

[0(P) —v(Q)]

IN

sup
z1€X1

Joler, (P — Q)(di)’ (11.7)

Rs

N

sup d(y1, S(P)) < wp1<sup fo<x1,s><P—Q><ds>D. (11.8)
y1€5(Q)

r1€X1

Rs

Hierbei bezeichnef(y,, S(P)) den Abstand eines Elementgsaus der Menge(Q)
aller Naherungslésungen zur urspriinglichen L(“)sungsméi)igeﬂ\bbildungwlg1 ist die
Inverse der Wachstumsfunktiapr der Zielfunktionz; — fRs fo(z1,&)P(dE) in der
Né&he der Losungsmeng& P), d.h.

Rs

Yp(t) = inf{ fo(z1, ) P(dS) —v(P) : d(z1,5(P)) > t, 21 € Xl} :

Die Wachstumsfunktion» ist monoton wachsend aiff, +o0) und es gilty)p(0) = 0.
Die Abschatzungen (11.7) und (11.8) machen deutlich, dass

d(P,Q) := sup
116X1

[ aargpe - [ et (11.9)

Rs

der entscheidende Abstand der beiden Wahrscheinlichkeieslungen ist. Dieser Ab-
stand ist aber i.a. schwer numerisch auszuwerterf,daittels der Infimum-Funktion



® definiert ist. Flr wichtige Klassen von Modellen ist es mélgliAbschatzungen des
Abstandes (11.9) mit einfacher auszuwertenden Metrikeauteiten. Dazu wird das
Stetigkeits- und Wachstumsverhalten der in (11.4) agftréen Integrandefy (1, -) auf
einer Menge= untersucht, die die Trager der beiden Wahrscheinlichkeitsilungen
P und @ enthalt. AnschlieBend wird eine Mengévon Funktionen bestimmt, die die-
sem Stetigkeits- und Wachstumsverhalten entspricht wdedder Funktioned fo(z1, -)
(z1 € X1) mit einer geeignet gewahlten positiven Konstafite- 0 enthalt. Dann gilt

e - [ reats)|

Fir die beiden Falle (i) linearer und (ii) gemischt-gandizgdn linearer zweistufiger Pro-
gramme ergeben sich dabei folgende Funktionenmengendiifl, 2} und eine Menge
B polyedrischer Teilmengen van (vgl. [22, 24, 26]):

() FrE) ={f:E=R: f(&) — f(§) < cr(&,6), VE,E€ =}
(i) Fr5(E) ={flp: f e Fr (), |f(€)| < max{1,[¢]"}, V¢ € E, B € B}.

Hierbei ist| - | eine Norm inR?, 1 die charakteristische Funktion der MenBed.h.,
Ip(¢) =1fur¢ e Bund1Iz(§) =0furé € 2\ B, und

¢ (€,€) == max{1, ¢ |§" T HE- €| (&€ €E).

Man wahltr = 1, wenn¢ entweder in der Zielfunktion oder in der rechten Seite von
Restriktionen auftritt. Trit€ in Zielfunktionundrechten Seiten auf, so setzt magn- 2.

Die Funktionenmengg, (=) ist relevant fur die Stabilitat eines gemischt-ganzzatlig
linearen stochastischen Programms, falls die Integrarfgen, - ) Unstetigkeiten auf
den Randern von Mengen alidesitzen, aber im Inneren dieser Menger#zigehoren.
Ein wichtiger Spezialfall fiir die KlassB ist die Menge aller Rechtecke i’

P,Q) <—bup
o C ter

Brect = {1 x Io x -+ x I : ) # I; istabgeschlossenes Intervall®y j = 1,..., s},

die relevant fir rein-ganzzahlige Optimierungsproblemasdr zweiten Stufe ist.
Im Fall (i) entstehen die sogortet-Mourier Metrikender Ordnung:

G(P,Q) = sup

feF-(B)

i) - [ f(&)Q(dé“)‘ (11.10)

und im Fall (ii) die verallgemeinerten Fortet-Mourier Mi&an mit Ordnung- und Klasse

B
[ ropag- [ f(&)@(dé)' . (11.11)
B B

Da eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzgt. Metrik ¢, s genau dann
konvergiert, wenn sie sowohl bzgl. als auch bzgl. deB-Diskrepanz

CT,B(Pv Q) = sup
feF.(B),BeB

ap(P,Q) := sup |[P(B) — Q(B)|

BeB



konvergiert (vgl. [14]), kann man im Fall (ii) anstelle dehsvierig zu handhabenden
Metrik (11.11) auch den gemischten Abstand

drrs(P,Q) = Xas(P,Q) + (1 -\ ((P,Q) (11.12)

flrein A € [0, 1] verwenden. Sind® und@ diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen, so
sind die Abstéande (11.10) Optimalwerte linearer Optimiggprobleme und lassen sich
mit Algorithmen zur linearen Optimierung berechnen. In éfostt 11.4 wird gezeigt,
wie in diesem Fall auch der Abstand (11.12) durch linearémiptung berechnet werden
kann.

Ist die Menge= beschrankt und abgeschlossen, so besitzen die Fortetididve-
triken ¢, eine duale Darstellung als Monge-Kantorovich Transpartkonal. Solche
Transport-Funktionale haben allgemein die Form

weP.Q)=int { [ c(e e,y :ne Mn@)}. (11.13)

wobei M (P, Q)) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auk = ist, deren
Marginalverteilungen auf geradeP und(@ sind, undc eine symmetrische und nichtne-
gative Kostenfunktion darstellt (vgl [21, 23]). Damit endlich ist, musg bzgl. P und

Q integrierbar sein. Fur die spezielle Wahl der Kostenfuorkti

co(&,€) =6 —¢" (V¢,E€9)
mit » € {1, 2} entsteht dabei di&,.-minimale Metriké,. definiert durch

Ly =t { [ le-drutiead) ne Mp.0)f (11.14)

auf der MengeP,.(Z) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit endlicherten Mo-
ment (vgl. [23, Chapter 2.6]). Eine Folge von WahrschehKatsverteilungen konver-
giert bzgl. derL,.-minimalen Metrik/,. genau dann, wenn sie bzgl. der Fortet-Mourier
Metrik ¢, konvergiert. Ebenso wi€. ist daher’,. eine Wahrscheinlichkeits-Metrik, be-
zuglich derer sich zweistufige lineare stochastische Rrogre stabil verhalten. 1§
beschrankt und abgeschlossen, so ist die duale Darstellung

G(P.Q) = inf { /_ _enl& En(dg,dg) i m € M(P, Q)} (11.15)

fur alle P, Q € P,.(Z) gultig. Dabei ist?, die sogreduzierteKostenfunktion vore, und
durch

n+1
ér(ﬁ,é) := inf {Zcr(zjl,zj) c20 =&, Zny1 = &, zj €E,n€ N} (11.16)

j=1

definiert. Die Funktiore,. ist eine Metrik auf= und es gilté, < ¢, (vgl. [23, Chapter
4.1.3]). Im Fall von diskreten WahrscheinlichkeitsvdrtegenP und @ sind Transport-
Funktionale Optimalwerte linearer Optimierungsprobleme

Liegt ein lineares mehrstufiges stochastisches Optimgspnoblem vor (mit der zuséatz-
lichen Restriktion (11.3)), so genugt es i.a. fir die Stadiinicht, Metriken fir Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen vom Tyf oder(, zu betrachten (vgl. [12, 11]). Letzteres
ist nur moglich unter weiteren Voraussetzungen an die Vealeislichkeitsverteilung’
und die Approximatione® (vgl. [18]).



11.3 Lineare stochastische Optimierungsprobleme
11.3.1 Szenarioreduktion fiir zweistufige Modelle

Die Idee der Szenarioreduktion beruht auf der Verwendurg Metriken fur Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen bzgl. derer sich die stotibelsen Optimierungsprobleme
sich stabil verhalten (vgl. Abschnitt 11.2). In der Arbeio] wurden die Methodik und
Algorithmen zur Szenarioreduktion aus [4, 8] unter direRferwendung von Fortet-
Mourier Metriken (vgl. (11.10)) weiterentwickelt. Diesrdiim Folgenden beschrieben.
Die Methodik beruht auf dem Prinzip der optimalen Szenadaktion bzgl. einer Metrik
d fur Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die mittels einesrige-Kantorovich Transport-
problems gegebenist. Es gekine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Szesvari
¢ und Wahrscheinlichkeitep; furi € {1,..., N}. Weiter seiQ) ; eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung, deren Trageupp(Q ;) nur die folgende Teilmenge der Szenarien von
P umfasst:

supp(Qs) = {&' i€ {1,...,N}\J} und JC{l,...,N}.

Die Wahrscheinlichkeiten vof) ; werden mity; (i € J) bezeichnet. Motiviert durch die
Stabilitatsresultate in Abschnitt 11.2 besteht das Zieldarin, die Wahrscheinlichkeits-
verteilung@ ; so zu bestimmen, dass die AbstagdeP, @ ;) bzw.¢,.(P, Q ;) moglichst
klein werden.

Dies bedeutet, dass, bei fixierteme N mit n < N, die Indexmengée und die Wahr-
scheinlichkeiteny;, : = 1, ..., n, als Losung des Minimumproblems

igJ

min{d(P,QJ) JC{l,...,N}, #J =N —n,q; EO,igJ,Zqi: 1} (11.17)

mit d = ¢, bzw.d = £, bestimmt werdendptimale Szenarioreduktion
Das Minimumproblem (11.17) laft sich durch

1 igJ

in ein inneres Optimierungsproblem zur Bestimmung ygni ¢ J, und ein dulReres
Minimierungsproblem fiir die Indexmengkaufspalten. Bei der inneren Minimierung
ergibt sich das vod abhangige InfimunD ; durch

Dy := min{d(P, Q) :qi>0igJ Y qi= 1}. (11.18)

igJ

Besitzt die Metrikd eine Darstellung als Transport-Funktional, so 1a3t sichidaere
Optimierungsproblem (11.18) explizit16sen (vgl. [4, Them 2]). Fir die Metrikd = ¢,
ergibt sich

Dszin{ér(P,QJ) 1qi > 0,1 & J,Zqi = 1} = (ij 1%151 & _§,j|r> . (11.19)

igJ jeJ



Darlber hinaus wird das Minimum in (11.19) durch die Wahesclichkeitsverteilung
Q% mit

q =pi+ Z p; und i(j) € argr%i}lﬁi ~gIr, igJ (11.20)
je ’
)=

realisiert. Im Falld = ¢, gilt analog (vgl. [10])

D; = min g(P,QJ):qizo,iw,;qi:l =;pjg;{i;lér<5i,5j>. (11.21)
% J

Das Minimum wird durch die Wahrscheinlichkeitsverteilupg mit

s =pi + - und i(j) € argmin é,.(¢4,&7), i ¢ J, 11.22
q =p ;pg (J) gmir (€.¢), i¢ ( )
i(j)=1

realisiert, wobei die reduzierten Kosténsich aus der gegeniber (11.16) vereinfachten
Formel

n—1

ér(€1,67) ;= min {Zcr(glk,glw) meN, Iy e{l,....,N}, 1 =i, I, _j} :
k=1

berechnen. Die Berechnung vén kann durch Anwendung eines einfachijkstra-

Algorithmuserfolgen (vgl. hierzu auch [19, 7]).

Die Formeln (11.20) und (11.22) liefern in beiden FalleneeWorschrift zuroptimalen

NeuverteilungDiese besteht darin, die Wahrscheinlichkeit eines gidwtrien Szenari-

os zu der Wahrscheinlichkeit eines (bzgl. der Abstand¢” bzw. ¢,) nachstgelegenen

Szenarios zu addieren.

Mit Hilfe des FunktionaldD ; kann das Problem (11.17) der optimalen Szenarioreduktion

nun in der Form

min{Dy : J C {1,...,N}, #J = N —n} (11.23)

geschrieben werden. Das Funktiofa} wird dabei je nach Metrik,. bzw. ¢, mit Hilfe
der Formeln (11.19) bzw. (11.21) berechnet. Die Optimigeanfgabe besteht in der
Bestimmung einer Indexmengeamit vorgeschriebener Kardinalitht< N —n = #J <

N und minimalen KosterD ;. Solche kombinatorischen Optimierungsprobleme sind im
AllgemeinenN\P-schwer. Das Problem (11.23) stellt insbesondere einssogedian-
Problem dar (vgl. [28, Chapter 25]).

Aufgrund ihrer hohen Komplexitat konnen kombinatorischetfieme dieser Art nur sel-
ten exakt geldst werden (vgl. [1]) und man greift in der RegdINaherungsalgorithmen
zurlick. Speziell fur das Problem der optimalen Szenariddéohn wurden in [4] und [8]
zwei heuristische Algorithmen zur ndherungsweisen Losomg(11.23) vorgeschlagen,
der Vorwarts- und Rickwartsalgorithmus.

Heuristische Algorithmen

Zum Zweck der einfacheren Darstellung definieren wir

e d), fallsd=¢,
T e ¢, fallsd = ¢,



Die Basis fiir den Vorwartsalgorithmus der Szenarioredulildet die einfache Gestalt
des Problems im Spezialfall= 1. Es laf3t sich kurz in der Form

JF#u
darstellen. Wird das Minimum im* angenommen, erhdlt man mit= {1,..., N} \
{u*} eine Lésungvon (11.23) im Fall = 1. Damit ist das erste Element des Tragers von
@, gefunden. Unter Verwendung der additiven Gestalt nin (11.19) bzw. (11.21)
bestimmt man bei fixiertem ersten Element analog das zwéitmént des Tragers von
Qs und setzt diesen Prozess Big = N — n fort. Dies fiihrt zu folgender Heuristik zur
approximativen Losung von (11.23) fur beliebiges

Algorithmus 11.1. (Vorwéartsalgorithmus Szenarioreduktion)
Step0: JO:={1,... N}.

Step k: Uy € arg i Z Dj ig,][ir}lll]l\{u} Cijs
geJ =N\ {u}
JW = g1 L)

Stepn+1:  Optimale Neuverteilung mif := J".

Der Algorithmus kann in folgender Weise interpretiert werdDer Szenarioindey, im
Schrittk wird so gewahlt, dass der Wert des Funktionalg, minimiert wird, d.h.

Drw—ifuy = i Dyt fuy-
Die Menge der verbleibenden Szenarien und damit der TréaréMdhrscheinlichkeits-
verteilung@ ; ist am Ende durch die Indexmenge,, . . ., u,, } bestimmt.
Die Idee des Rickwartsalgorithmus der Szenarioreduk@siebt auf dem zweiten Spe-
zialfall des Problems (11.23). Dieser entsteht/fie N — 1 und besitzt die Form
le{rﬂ?{lzv}pl r?;? ait:
Wird das Minimum inf* angenommen, ergibt sich= {i*} als eine Losung von (11.23)

im Falln = N — 1. Auch dieser Spezialfall [af3t sich schrittweise zu einenriséischen
Algorithmus zur approximativen Lésung von (11.23) fiir bbigen fortsetzen.

Algorithmus 11.2. (Ruckwartsalgorithmus Szenarioreduktion)

Step0:  J:=90.



Step k: l, € arg min Z pj min Cij,
2 L AR

JWE = =Ty (1)
Step N-n+1:  Optimale Neuverteilung mif := JIN—"l,

Die Interpretation des Algorithmus ist ahnlich wie zuvoerl3zenarioindel, im Schritt

k wird erneut so gewahlt, dass der Wert des Funktiobgls; minimiert wird, d.h.
Dyo-nopy = min, Doy

Die Menge der verbleibenden Szenarien nach Ablauf des Allgous und damit der

Trager des MafRRe® ; ist hier durch die Indexmengd, ..., N} \ {l1,...,In_n} be-
stimmt.

Abbildung 11.1: Ergebnis der Szenarioreduktion am Beispiel der zweidiieaten Standardnormalvertei-
lung. Ausgehend von 10 000 simulierten Szenarien, wurdelemt Vorwartsalgorithmus ei-
ne Szenarioreduktion auf 20 Szenarien bZgldurchgefiihrt. Dabei sind die Durchmesser
der Kreise fiir die verbleibenden 20 reprasentativen Siesnaroportional zu ihren neuen
Wahrscheinlichkeiten.

11.3.2 Anwendung: Szenariobaumkonstruktion fiir mehrstufge Modelle

Die vorgestellten Techniken zur Szenarioreduktion kéralsrGrundlage fir die Kon-
struktion von Szenariobdumen im Fall mehrstufiger stocsestr Optimierungsproble-



me genutzt werden. In diesem Fall modellieren die Szenaieen Prozess sukzes-
siver Beobachtungen und Entscheidungen und besitzen IdleBhamstruktur. Diese
beschreibt den fortschreitenden Informationszuwachs dmwzunehmenden Entschei-
dungsvarianten innerhalb des Optimierungszeitraums.

Jedoch weisen Szenarien, welche aus historischen Datedwaé Simulation aus ange-
passten Zeitreihen- oder Regressionsmodellen erhélt)lgeeinen keine Baumstruk-
tur auf. Dies erfordert eine Methodik, die aus diesen Auggarenarien einen geeigneten
Szenariobaurg,, generiert, der den stochastischen ProZeggproximiert.

Im Folgenden bezeichnen wir den stochastischen Prozesaud@len Ausgangsszena-
rien & = (&,..., &) mit den Wahrscheinlichkeitep;, i = 1,..., N, besteht, mit
€. Um eine deterministische erste Stufe zu realisieren, ssitzlich die Bedingung
¢ = ... =N = ¢ erfullt (siehe Abbildung 11.2 zur Veranschaulichung).

t=1 t="T

Abbildung 11.2: Prozesg mit Ausgangsszenarien far = 4 und N = 7

Ein naheliegendes Konzept zur Erzeugung der Baumstruktstebt in der rekursiven
Anwendung der Szenarioreduktion unter Berticksichtiguargbler Zeitintervalle. Zieht
man dabei nacheinander Zeitintervalle der F¢im . ., ¢} fiir entweder wachsende oder
fallende Zeitparameterin Betracht, lassen sich erneut zwei Algorithmen ableitiénje
nach Ausrichtung als Vorwarts- und Ruckwartsalgorithrmji®] und spater in [11] aus-
fuhrlich diskutiert werden. Beide Vorgehensweisen erriobgin die schrittweise Rekon-
struktion der implizit vorliegenden Informationsstruki{ygl. [7]). Im Folgenden wird
der Vorwartsalgorithmus vorgestellt.

Vorwartsalgorithmus zur Baumkonstruktion
Die Strategie des Vorwartsalgorithmus basiert auf einkunsven Szenarioreduktion

fir wachsende Zeitraumgl, ...t} fir¢ = 2,...,T. Das Resultat sind aufsteigende
Partitionen der Indexmenge:= {1, ..., N}, die zum Zeitpunkt die Gestalt

Cy:={C}...,CF}y, kel



annehmen. Die Partitionsmengen erfiillen dabei fir jédks Partitionseigenschaft

k¢
cknck =0, falls k#k, und |JOF=1.
k=1

Die Elemente der Partitio@; werden mitunter auch Szenario-Cluster genannt. Der nun
folgende Algorithmus erlaubt die Konstruktion eines Szmfeumprozesses,, des-

sen Gestalt Uber sog. Toleranzparametet = 2,...,T, innerhalb des Algorithmus
gesteuert werden kann.

Szenario  C, C, Gy o Szenario as as ag
1 B I~ 1 2 1 1

2 o 2 2 1 2

3 o 3 2 4 4

4 o 4 2 4 4

5 « 5 6 5 5

° i 6 6 5 6

o N 7 6 7 7

9 N 8 6 9 9

9 6 9 9

Abbildung 11.3: Schematische Darstellung der Clusterung durch den Voselgdrithmus 11.3 bei der Szena-
riobaumkonstruktion (links) und Veranschaulichung degehbrigen Zuordnungsabbildun-
genay (rechts).

Algorithmus 11.3. (Vorwartsalgorithmus Baumkonstruktion)

[Initialisierung ]
SetzeCy = {1} undt := 2.

[Cluster-Berechnung

EsseiC;_1 = {C]_,,...,C)'7'}. Fuhre fir jede Szenarioteilmengg };c»  separat
fur jedesk € {1,...,k:—1} eine Szenarioreduktion durch (d.h. nur bezilglichem
Komponente). Definiere Indexmengéh und I} der jeweils gestrichenen bzw. verblei-
benden Szenarien sowie partielle Zuordnungen/f — IF, so dass

if(j) € argmin | — &|", je€Jf,
i€IP

entsprechend der Szenarioreduktion (vgl. Abschnitt 1).3efiniere eine Abbildung
oy - I — I, so dass

. i*(j), jeJFfureink=1,... ki1,
a(j) = { i sonst (11.24)

Die Partition zum Zeitpunkt wird damit durch

Co={a'(i)|ielf, k=1 k_1}
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Abbildung 11.4: lllustration der schrittweisen Szenariobaumkonstruktion Algorithmus 11.3 an einem Bei-
spiel beginnend mitv = 58 (individuellen) Szenarien ur@l = 5.

definiert, was einer Verfeinerung der PartitiOp_; entspricht. Im Falt < T fihre eine
weitere Cluster-Berechnung niit= ¢ + 1 durch. Andernfalls gehe zur abschlieBenden
Baumgenerierung.

[Baumgenerierundg
Entsprechend der Partitiofr und der Abbildungen (11.24) definiere den Szenario-
baumprozess,, Uber die Szenarien

& = (§T, ca®) @ %T(i)) firein ieCk,

versehen mit den Wahrscheinlichkeitgn:= > p;furk=1,..., kr.

ieCk
Fur die Umsetzung der Cluster-Berechnung innerhalb desrfigmus kénnen beide Al-
gorithmen der Szenarioreduktion aus Abschnitt 11.3.1dggaogen werden. Der Fehler
im Schrittt 1&Rt sich durch

kt—1 .
erry 1= Z Z pj ml}gl&é =&l
=1 jEth rely

bestimmen. Analog zu [7, Theorem 6.4] kann damit der ges&mppeoximationsfehler
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Abbildung 11.5: Last-Zufluss Szenariobaum mit 163 Szenarien Uber einemjawigien Zeithorizont

durch

T
br(Pg, Pe,) < <Z errt>
t=2

abgeschatzt werden, wobBi und F,, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen verbzw.
& bezeichnen. Die letzte Abschatzung erlaubt die Steueresldnstruktionsprozesses
durch die vorgegebenen Toleranzgrir err; und jedeg = 2,...,T.

Der Vorwartsalgorithmus wurde im Rahmen verschiedenergiagirtschaftlicher Mo-
delle angewendet. Zum Beispiel wurden Last-Spotpreis &#slvéiume fur einen jéhr-
lichen Zeithorizont und Wind-Spotpreis Baume fiir mehremeniste und jeweils stiind-
licher Diskretisierung erzeugt. Abbildung 11.5 zeigt eineast-Zufluss Szenariobaum
fur einen zweijahrigen Zeithorizont mit drei taglichen Kristisierungspunkten, bei dem
der Vorwartsalgorithmus ausgehend viyn = 456 gleichwahrscheinlichen Szenarien
beiT" = 2184 Diskretisierungspunkten und nur wochentlich erlaubterzieigungen
einen Baum mit; = 163 Szenarien erzeugt hat. Dabei wurden die Toleranzdéinear
monoton fallend bzgk gewahlt.

1
r

11.4 Gemischt-ganzzahlige zweistufige stochastische Pragnme
11.4.1 Optimale Neuverteilung

In diesem Abschnitt entwickeln wir einen Ansatz zur Losueg Broblems der optimalen
Szenarioreduktion (11.17) fur den Abstathe- d 2 5..., (v9l. (11.12)) gegeben durch

rect

22, Brece (P Q) := A, (P, Q) + (1 = N2 (P, Q). (11.25)



Hierbei ist(, die Fortet-Mourier Metrik (11.10) fir = 2 unday.__, die Rechtecksdis-

krepanz

aBrect(P7 Q) = Sup |P(B) - Q(B)|
BEBrect

rect

Im Folgenden benutzen wir der Einfachheit halber die Sbiwreised = d, 2 5,..,. Die
in Abschnitt 11.3.1 vorgestellten Verfahren beruhen aufrdederholten Evaluation des
Wertes

D := min {dA(P, Q):iqi>0,i¢J, Y q= 1}
igJ

fur verschiedene Mengeh C {1,...,N}. Im Gegensatz zu den in Abschnitt 11.3.1
betrachteten Fallen, gibt es fiir den Rél= d, keine explizite, leicht auszuwertende
Darstellung vonD ;. Im Folgenden zeigen wir, wie eine numerische EvaluatiaonMNg
und damit eine L6sung des Szenarioreduktionsproblemé férd, maéglich ist. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass {n + 1,..., N}, d.h. der
Trager des MaReg ; ist die Menge{¢!, . .., &m}.
Wegen der Definition vod, hatD; die Form

Dy =ming Aag,.,(P.Qs) + (1= N G(P.Qs) ¢ >0,i¢ J Y g =1p(11.26)
JgJ
Im Folgenden zeigen wir, wie das durch (11.26) gegebenerMé@nungsproblem als li-
neares Pogramm geschrieben werden kann. Zuné&chst sceeifiednasg,. ., (P, Q)
nicht direkt zuganglich. Da die Trager der MaReund @ ; jedoch in der endlichen
Menge{¢!, ..., ¢V} enthalten sind, kdnnen wir fur jedes Rechtdtke B, die dazu-
gehdorige Indexmengg B) durch

IB):={ie{l,...,N}: ¢ € B}
definieren und erhalten
P(B)—QsB)=| > p— > gl (11.27)
icI(B) JEI(B)N{L,....n}
Definieren wir nun daSystem der Indexmengégp,_ ., durch
I, = {I(B) : B € Brect},

so kann die Diskrepanz zwisch&hund@ ; wie folgt geschrieben werden:

0B (P,Q7)=max|> pi= D g (11.28)
lier jEIN{1L,...n}
— min {ta - leelﬁ{17,,,,n} q; S ta - Zie[pia Ie IBrcct } (1129)
jern{l,..n} 4G S ta+ YicrPil €1,




Insbesondere besteht das Systégn,, aus nur endlich vielen Indexmengen. Aus der
Darstellung (11.29) folgt, dass die Bestimmung vay)._, (P, Q) (fur festesg) ein li-
neares Optimierungsproblem ist. Ebenso ist die Minimigrder Diskrepanz Giber dem
Standard-Simplex

S = {QER”:qizO,i_l,...,n,Zqi_l}
i=1

ein lineares Programm (ita, undq).

Allerdings kann die Menggg,.., sehr groR sein und bis 24" Elemente beinhalten. Die
entsprechende Anzahl von Nebenbedingungen kann dahenwinerische Lésung von
(11.29) sehr schwierig machen. Betrachtet man allerdifggs/dgleichungen in (11.29)
genauer, so stellt man fest, dass fur charakteristischexindngen, deren Durchschnitte
mit der Menge{1,...,n} Ubereinstimmen, die linken Seiten der Ungleichungen iden-
tisch sind. Daher genuigt es, nur jeweils diejenige Unglaigfymit der kleinsten rechten
Seite zu bertcksichtigen, die es zu einer bestimmten li8aite gibt. Um dies zu for-
malisieren, betrachten wir das folgermeduzierte System der Indexmengen

Iy, ={I(B)N{l,....,n} : B € Brect}-

Jede Mengd™ € T  entspricht einer linken Seite einer Ungleichung in (11.289¢
entsprechenden kleinsten rechten Seiten der Ungleiciniergeben sich aus den folgen-
den GréR3en:

A= max{Zp”IeIBrect,Iﬂ{l,...,n}:I*}

iel
1+ = min {Zpi | I €Zp,...,IN{1,...,n} = I*}
iel
Das Optimierungsproblem (11.29) hat damit die folgenderfor

~Yjer 4 Sta =" I €T

@ P, =min<t x *
Brcct( QJ) {O‘ Zjel*qjgta-i-%*’] EIB

} . (11.30)

rect

Da die Anzahl der Elemente @f;  hdchsteng” ist, kann der Ubergang von (11.29)
nach (11.30) tatsachlich die Anzahl von Nebenbedingungetliidh reduzieren. Ande-
rerseits mussen nun das Systég  und die Koeffizienten!" und~;- fir I* € Ts. .
bestimmt werden kénnen. Dies erfolgt im nachsten Abschnitt

Der WertD  ist dann der Optimalwert eines linearen Optimierungspnuist

t(!atc > 07 qi > 01 Zf:‘lzl qi = 17
nm»ZO,izl,..:,lN,j:L...,n,
te > dizin E57n; g,

J=1,...,n
Dj=min { Aty + (1 — Nt Zﬁ:l Nij= pi,t=1,...,N, (11.31)
Zi:l 7713 = QJa .] = 1,*...,71,
—Yjer G < ta—" "€ L5

rect

rect



11.4.2 Bestimmung der Koeffizienten

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie das Systém_ und die Koeffizienten! ", ;- fur

I* € Zj; __, deren Kenntnis fur die Losung von (11 31) notwendig isstinemt werden
kénnen.

In[13] wurde gezeigt, dass es genigt, dazu eine bestimmig&heonstiitzendeRecht-
ecken zu untersuchen. Ein Rechteck ist stiitzend, wenn ggalerSeitenflachen in ihrem
relativen Inneren einen Punkt afig', . .., £"} enthalt, siehe auch Abbildung 11.6. Um
dies zu formalisieren, betrachten wir die folgenden Mengen

{glﬁ,izl,...,n}u{—oo,—i-oo},j:l,...,s

Zu jedemb; € R; finden wir einen Index; € {1,...,n, —o0, +oc}, SO dasff =
falls [b;| < oo, undi; = b; sonst.

=J

Definition 11.4.Ein RechteckB = szl[l_aj,l_aj] € Biect heildtstitzendwenn die fol-
genden Bedingungen erfllt sind:

(i) Esqiltd;, bje R;furj=1,...,s
(i) Es seien;,i; die Indizes ZLbj,l_)j € R;.Danngiltfurallej,! € {1,...,s},j #1
by <& <b; falls i # oo,

by <& <b; falls i # £cc.

Die Menge aller stlitzenden Rechtecke bezeichnen wiPmit

Abbildung 11.6: Nicht stiitzendes Rechteck (links) und stiitzendes Reclfteckts). Die Punkte stehen fir
die verbleibenden Szenari€h, ..., £7.

Wir beschreiben jetzt, wigj; und~?", v7- mit Hilfe des System® bestimmt werden
kénnen. Entsprechend den Propositionen 1 und 2 sowie Korblin [13] gelten die
folgenden Darstellungen:

Zz;rcct = U {I* g {1,,71} : Ujel*{fj}: {El,...,én}ﬂint B}

BeP



und fur jede reduzierte Indexmengiec 7;;  Uberdies

A" = max {P(int B) : BEP, Ujer- {6} = {€',..., € Nint B},

.= ; mit I:={ie{l,...,N} :min¢& <¢ < Jl=1,...,s}
o/ ;pz I:={ie{ biming <& < maxg s}

Dies zeigt, dass man das Syst&p_ bestimmen kann, indem man nacheinander alle
stiitzenden Rechtecke € P untersucht; der Durchschniit!, ..., "} N int B ergibt
jeweils eine Mengé* € Ty, . Der Werty!" ist dabei die maximale Wahrscheinlichkeit
einer solchen Meng® die J erzeugt.

Da es(";“")s viele Rechtecke mit Eigenschdff) von Definition 11.4 gibt, scheint es
nicht vorteilhaft, diese alle auf Eigenschéit) zu Uberprifen. Statt dessen konstruieren
wir fir I = 1,..., s, rekursivl-dimensionale Rechtecke mit Eigenschajt wobei wir

in jedem Schritt Eigenschafti) von Definition 11.4 Gberpriifen. Die geschieht in der
(rekursiv definierten) Funktiohierate des Algorithmus 11.5.

Numerische Resultate zeigen, dass die Laufzeit von Algmowits 11.5 zum gréf3ten Teil
durch die Berechnung der Parameter bestimmt wird, wogegerLdsen des linearen
Optimierungsproblems selbst kaum ins Gewicht fallt. Welténgt die Laufzeit etwa
linear von N ab, und vonn und s durch die Beziehung™3')®. Wéhrend damit eine
grof3e Anzahl von Eingangsszenarien kein Problem fur deorilgnus darstellt, sind
bei beschrénkter Laufzeit nur moderate Werte xamd s realistisch.

11.4.3 Bestimmen optimaler Szenarien

Da nun ein Verfahren zur Berechnung v zur Verfligung steht, lassen sich prinzipiell
die in Abschnitt 11.3.1 vorgestellten heuristischen Vatesdund Rickwértsalgorithmen
verwenden, um eine moglichst gute Indexmerigau ermitteln. Dazu wird der entspre-
chendeD ; Term im k-ten Schritt minimiert, d.h. fir den Vorwartsalgorithmusdvy,
bestimmt durchuy € argmin, ¢ ji—1 D ji-1\ oy, fUr den Ruckwartsalgorithmus
durchl € argminlgﬂkq] DJ[k—l]u{l}.

Da im Falld = d, die Auswertung des Funktional3; jedoch numerisch aufwandi-
ger ist, erhdhen sich die Rechenzeiten deutlich. Da instoese der Aufwand fur eine
Ldsung des inneren Problems sich anné\hernd(\ﬁlga‘*)S verhalt, ist der Rickwartsal-
gorithmus fur groRBere Werte vaN nicht geeignet. Daher erscheint es notwendig, Heu-
ristiken flr das kombinatorische Optimierungsproblem mtwickeln, die nur wenige
Berechnungen vo® ; verlangen. Eine solche Heuristik kann beispielsweise ai#s))
Monte Carlo Methoden (vgl. [20]) beruhen. Quasi-Monte @&kethoden liefern Folgen
von (gleichgewichteten) Punkten, die die Gleichverteglanf dem Einheitswiirfé0, 1]°
approximieren. A priori ist nicht klar, wie diese zur Appimation vonbeliebigenver-
teilungen inR* verwendet werden kénnen. Allerdings ist dies méglich, weas Maf3
P eine Dichte besitzt und die Komponenten der Zufallsvariableatistisch unabhan-
gig sind. Dann lassen sich die aus Quasi-Monte Carlo gewonrneaekte mittels der
inversen Verteilungsfunktionen der Marginalverteilunggeeignet transformieren, vgl.
[16]. In dem in diesem Kapitel betrachteten Fdilskreter Verteilungen ergébe der so
transformierte Punkt nicht unbedingt einen Punkt des Tsage, ..., ¢V} des MaRes
P. Daher suchen wir also einen solchen Pugiki € {1,..., N}, der moglichst nahe
liegt. Dies ist formalisiert durch Algorithmus 11.6. Abthilng 11.7 zeigt das Ergebnis



Algorithmus 11.5. (Berechnung vorD ; / Optimale Neuverteilung bezigliah,)

0.Setzely, = {@},+" =o0firallel” C {1,...,n}.
1. Setzel* = {1,...,n}undl = {1,...,N}.

2. Rufe Funktioriterate (0, 0,0, I'*, I) auf.
3. Lése das lineare Programm (11.31).

Funktionlterate (I, (i;)}—1, (i;)5=1, I*, I):
Falls! = s:
Rufe FunktionUpdateData( (i, )1, (;)}—1, J, ) auf.
Funktionsende.
Setzel = [+ 1.
Furj,=1,...,n+1lundi; =1,...,n+ 1
Falls Bedingung(é:) firallej € {1,...,1 —1},i =,
und: € {1,...,1—1},5 = lerfulltist:

4 fallsi, € {1,... B
Setze b, = {l iy €{l,...,n},

—oo fallsi, =n+1,
o fallsi € {1,...,n},
400 fallsi; =n+ 1.
Setzel =In{ie{l,...,N} : b, < & < b)}.
FallsI # @:
Setzel* =I*N1.
Rufe Funktioniterate (I, (i;)’—1, (i;)}—1, I*, ) auf.
Funktionsende.

FunktionUpdateData( (i;)5—1, ()51, ", I):
Fallsi™ ¢ 7y .-
Setze,z-z;rcct = Igrcct U {I*}
Setzey;~ =Y., ;pimitl = {i € I : minje,s & <& <maxje; &, furl =
1,...,s}.
Setzey”” = max{y"", Y ,c;pi}
Funktionsende.

einer solchen auf Quasi-Monte Carlo basierten Heuristi&.libke Seite von Abbildung
11.8 zeigt die Diskrepanzen zwischen= 1,...,50 Quasi-Monte Carlo Punkten und
den1000 gleichverteilten Punkten sowie die bendtigte Zeit von Aldgonus 11.6. Die
rechte Seite von Abbildung 11.8 zeigt die aus dem Vorwayts#&hmus resultierenden
Abstandexs,,., und(; fiir verschiedene Werte vone [0, 1], dabei wurdem = 10 aus
N = 100 Punkten einer Gleichverteilung ajif 12 ausgewahlt.

11.5 Zusammenfassung

Nach einer Einfihrung in zwei- und mehrstufige stochastigoptimierungsprobleme
mit energiewirtschaftlichem Hintergrund wird das Verbkaltler optimalen Verluste (bzw.
Gewinne) und der Menge der optimalen Erststufenentschgitubei Approximation

der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsverteilursiutiert. Es werden Abstande



Abbildung 11.7: N = 1000 Punkte, simuliert von einer Gleichverteilung 40f 1]2. Dann wurden die ersten
n = 25 Punkte deHalton-Folgezu den Baser und 3 berechnet und mittels Algorithmus
11.6 transformiert. Die Wahrscheinlichkeiten dePunkte wurde beziglich des Abstandes
d, optimiert, einmal mit\ = 1 (graue Kreise), und einmal mit = 0.9 (schwarze Kreise).
Dabei sind die Durchmesser der Kreise proportional zu d&spegchenden Wahrscheinlich-
keiten.

Algorithmus 11.6. (Transformation einer gleichverteilten Folge von Punkten

Bestimme die inversen Verteilungsfunktionfg’l(t) furj = 1,...,s, gegeben
durch
F]fl(t) = inf{z € R| Zi:f;.gtpi > ¢} furt € [0, 1].
Bestimmen Quasi-Monte Carlo Punkte® = (zF,...,25), k=1,...,n.
SetzeJ :={1,...,N}.
Fark=1,...,n:

Setzey" = (Ffl(z’f)7 cey F;l(zf)).
Setzeuy, € argmin,c;_ny €% — " |-
SetzeJ = J \ Uk -

von Wahrscheinlichkeitsverteilungen identifiziert batgrer sich die stochastischen Op-
timierungsprobleme stabil verhalten.

Fur solche metrischen Abstéandevurde in (11.17) das Problem der optimalen Szenario-
reduktion formuliert. Dieses besteht darin, eine Wahridichkeitsverteilung mit einer
grof3en AnzahN von Szenarien durch eine Verteilung mit einer kleinerenakz bzgl.

d bestmdoglich zu approximieren. Dieses Problem lafit sichdi@if-alle, dasgl durch

ein Transport-Funktionals gegeben ist, auf ein rein komtoiisches Optimierungspro-
blem vomn-median Typ (vgl. (11.23)) reduzieren. Fur letztere wurthsuristiken zur
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Abbildung 11.8: Linke Seite: Abstandi (A = 1) zwischen gleichgewichteten QMC-Punkten (gestrichelt)
und QMC-Punkten, deren Wahrscheinlichkeiten mit Algaritrs 11.5 optimiert wurden (Li-
nie), sowie Laufzeit in Sekunden von Algorithmus 11.5. Rec8eite: Absténdevs, .,
und {2 (gestrichelt), resultierend aus dem Vorwartsalgorithrfilisrerschiedene Werte von
Aeo0,1].

naherungsweisen Lésung vorgeschlagen (Algorithmen 1dd11d.2). Fur zweistufige
Modelle kann fiird die Fortet-Mourier Metrik(,. verwendet werden. Fir mehrstufige
Modelle ist es moglich, die Technik zur Szenarioreduktiokeessive in jeder Stufe ein-
zusetzen und auf diesem Weg Szenariobaume zu erzeugemifiigos 11.3).

Fur gemischt-ganzzahlige zweistufige Optimierungsmedeitld eine Konvexkombina-
tion der sog. Rechtecks-Diskrepamz., und einer Fortet-Mourier Metrik als geeigne-
tes Abstandsmal? zur optimalen Szenarioreduktion vordgegeh. Es wird gezeigt, wie
dieses Problem mittels linearer Optimierung geldst wetdem (vgl. (11.31)). Da der
numerische Aufwand in diesem Fall deutlich gré3er ist, estzligehérige Algorithmus
11.5 nur fir moderat grof3e Werte verund der Dimension des Zufallsvektorg ein-
setzbar. Zur Aufwandsreduktion wird eine Heuristik zur Wwég des kombinatorischen
Optimierungsproblems verwendet. Numerische Beispiglstiieren die in diesem Ka-
pitel diskutierten Algorithmen.
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