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Vorwort

In vielen Anwendungsbereichen der stochastischen Optimierung, wie zum Beispiel
in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung, sind Szenariobdume Teil des Optimierungs-
modells. Dabei werden bei der Verwendung mehrstufiger Kompensationsmodelle
Szenariobdume mit einer sehr groflen Anzahl von Szenarios generiert.

Dabei wéchst die Bedeutung effizienter Szenario-Reduktionsalgorithmen, die die
Anzahl der Szenarios im Szenariobaum beziiglich einer Wahrscheinlichkeitsmetrik
optimal verringern.

In dieser Arbeit werden verschieden Reduktionskonzepte hinsichtlich ihrer Effi-
zienz und Giite untersucht. Dariiberhinaus wird eine weiterentwickelte Version des
Forward-Algorithmus vorgestellt. In umfangreichen numerischen Tests werden Ver-
gleiche zwischen den Verfahren durchgefiihrt.

Ein besonderer Dank gilt dabei Herrn Prof. W. Romisch fiir die Unterstiitzung
meiner Arbeit und fiir seine zahlreichen Anregungen.
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Kapitel 1

Einleitung

In der stochastischen Optimierung unterscheiden sich die Optimierungsmodelle von
den deterministischen Modellen durch den zusétzlichen Einflufl von Zufallsgrofien.
Gegenwirtig kommen zur Losung solcher stochastischen Optimierungsprobleme zwei-
oder mehrstufige Kompensationsmodelle zur Anwendung ([1],[4] und [9]).

Die Beschreibung des Zufalls gestaltet sich dabei zuweilen als duflerst kompliziert,
da man oft keine genaue Kenntnis tiber die tatséchliche Verteilung der Zufallsgrofie
hat.

In der Regel geniigen diskrete Approximationen der Zufallsgrofle, in die statistische
Vorhersagen iiber Erwartungswert und Varianz einflielen. Auch wenn eine stetige
Verteilung der beteiligten Zufallsvariablen bekannt sein sollte, kann um die numeri-
sche Losbarkeit des Problems zu garantieren, eine endliche diskrete Approximation
der Zufallsgrofien notig sein.

Mehrstufige stochastische Optimierungsmodelle dieser Art sind héufig durch eine
ganz besondere Informationsstruktur gekennzeichnet. Die Approximation fiithrt zu
einem Szenariobaum, der die mit fortschreitender Zeit zunehmende Unsicherheit
iiber die Realisierungen der Zufallsvariablen widerspiegelt. Es existieren verschiede-
ne Ansiitze zur Generierung solcher Szenariobiume. Ein Uberblick iiber die derzeit
verwendeten Methoden zur Szenariogenerierung ist zum Beispiel in Dupacova [6]
enthalten.

Ein bedeutender Anwendungsbereich liegt in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung,
bei der generierte Lastszenariobdume Teil des Optimierungsmodells sind. Dabei
werden zur Losung der Optimierungsaufgaben zunéchst eine Vielzahl moglicher
Szenarios erzeugt. Die Modellanpassung an die vorliegenden Lastdatenreihen iiber
ein diskretisiertes Zeitintervall erfolgt mit klassischen Methoden der Zeitreihenana-
lyse ([2]). Aufgrund des besonderen zyklischen Verhaltens der Lastdaten, werden in
erster Linie SARIMA-Modelle genutzt, die zur Beschreibung nichtstationérer Pro-
zesse mit polynomialen Trends und periodischen Komponenten geeignet sind.

Die so generierten Szenariobiume sind Ausgangspunkt deterministischer Optimie-
rungsmethoden. Da die Zahl der generierten Szenarios fiir gute Optimierungser-
gebnisse im allgemeinen sehr hoch sein muf}, wird die Durchfithrung der Optimie-
rungsverfahren sehr aufwendig oder gar aus Griinden zu hoher Rechenkomplexitét
unmoglich.

Daher wichst die Bedeutung effizienter Szenario-Reduktionsalgorithmen, um die
Dimensionen der Optimierungsprobleme entscheidend zu verringern. Fiir einen ge-
gebenen Szenariobaum besteht die Aufgabe darin, eine Teilmenge von Szenarios mit
vorgeschriebener Anzahl derart zu bestimmen, dafl diese Teilmenge moglichst gut
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den gesamten Szenariobaum approximiert.

Um die Giite solcher Approximationen beurteilen zu kénnen, bedarf es Wahrschein-
lichkeitsmetriken, die einen Abstand zwischen Wahrscheinlichkeitsmaflen definieren.
Eine kanonische Metrik dieser Art ist die Fortet-Mourier Metrik.

In den folgenden Kapiteln soll ein Uberblick iiber verschiedene approximative Re-
duktionskonzepte gegeben werden und diese hinsichtlich ihrer Effizienz und Giite
an Beispielen untersucht werden. Grundlage fiir die theoretischen Entwicklungen,
aber auch fiir die numerischen Tests ist hier die Arbeit von Dupacovéa, Growe-Kuska
und Romisch [5]. Dort wurden bereits zwei Reduktionsalgorithmen vorgestellt, der
Backward- und Forward-Algorithmus.

In dieser Arbeit wird neben umfangreichen numerischen Tests und Vergleichen zwi-
schen den Verfahren im letzten Kapitel, in Kapitel 3 eine Weiterentwicklung des
Forward-Algorithmus présentiert, die deutliche Vorteile in der Rechenzeit gegentiber
der bisherigen Form des Algorithmus aufweist. Desweiteren werden in Kapitel 3 ei-
ne Reihe von Hilfsmittel hergeleitet, die fiir speziell konstruierte Szenariobdume
Aussagen zur Giite der verwendeten Reduktionsalgorithmen treffen kénnen.



Kapitel 2

Wahrscheinlichkeits-
Metriken

Hiufig wird die Aufgabe nach einer guten Approximation eines beliebigen Mafles
P € P(Q) durch ein Mafl Q € P(Q) gestellt,  sei dabei eine abgeschlossene Teil-
menge des R und P () die Menge aller Mafle auf der Sigma-Algebra (2, B) und B
die Borel-Mengen iiber 2. Eine mogliche Situation wére gegeben, falls ein unendli-
ches Maf P durch ein diskretes Mafl Q) mit endlichem Tréger approximiert werden
soll. Auch wenn das Maf3 P selbst diskret ist, aber eine sehr grofle Zahl von Atomen
besitzt, kann die Suche nach einer Ndherung durch ein Mafl @ mit einer sehr viel
kleineren Anzahl von Atomen (Szenarios) bedeutungsvoll sein.

Um solchen Fragen nachzugehen, benttigt man Wahrscheinlichkeitsmetriken, die
den Abstandsbegriff fiir Wahrscheinlichkeitsmafle definieren. Im folgenden soll es
um spezielle Wahrscheinlichkeitsmetriken gehen.

2.1 Fortet-Mourier Metrik

Als kanonische Wahrscheinlichkeitsmetriken, auch in Hinblick auf Stabilitéit, sind
die Wahrscheinlichkeitsmetriken mit (-Struktur (vgl. [11] und [15]). Der Abstand
zweier Mafle P und () wird bestimmt durch:

dr(P,Q) = ?gglEPf(w)—EQf(w)l
= sup| [ f)P(o) - [ F@Q(o)] (2.1)
fEF 2

F ist dabei eine geeignete Menge messbarer Funktionen von  nach R sowie P
und @ aus P(Q). Bei konvexen stochastischen Problemen hat die Menge F. eine
besondere Bedeutung, definiert durch:

Fe={f:Q=R: fw) - f(®) <c(w,®) fir alle w,® € O}

mit einer stetigen und symmetrischen Funktion ¢ : 2 x Q@ — R mit der Eigenschaft
c(w,w) =0, falls w = @. In diesem Fall wird die zugehorige Wahrscheinlichkeitsme-
trik auch mit

CC(Pv Q) =dr, (Pv Q) (22)
bezeichnet. Zur speziellen Wahl von ¢ und zu Fragen der Stabilitét sei hier auf [5],
Abschnitt 2 verwiesen.
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Besitzt die Funktion ¢ die Gestalt
cn(w, @) = [|w — @l max{1, A([|w — woll), (|G — woll) } (2.3)

fiir alle w,@ € Q, wp € R fixiert und h : Ry — R eine stetige monoton wachsende
Funktion, so wird die entsprechende Metrik

CCh(P7Q) =dg, (PvQ)

Sh
im allgemeinen Fortet-Mourier Metrik genannt [11].

Ist das Mafl P diskret und durch eine endliche Zahl von Atomen gegeben und
soll dieses beispielsweise durch ein Mafl () mit einer weitaus geringeren Zahl von
Atomen approximiert werden, so stellt in dem Fall der Abstand (.(P,Q) den Op-
timalwert eines endlich-dimensionalen linearen dualen Transportproblems dar. Fiir

N M
P =73 pid,, und Q = > ¢;0g; gilt demnach:
. P

i=1
N M
C(PQ) = maX{Zpiui + ZQjUj i+ v < clwi, @), Vi, - (2.4)
i=1 j=1

dw € P(2) bezeichnet hierbei das Dirac-Maf.

Einen weiteren Abstand zwischen Maflen definiert das Kantorovich-Rubinstein Funk-
tional (vgl. [13]):

we(P,Q) = inf{ / c(w,@)n(d(w,@)) : n ist endliches Borel-Maf} auf B(2 x ),

n(B x Q) —n(Q x B) = P(B) — Q(B) fiir alle B,B € B}.  (2.5)

Es sei als néchstes ein grundlegender Satz zitiert, der einen Zusammenhang zwischen
der Fortet-Mourier Metrik und dem Kantorovich-Rubinstein Funktional herstellt.
Dieser Satz ist [5] und [11] entnommen.

Satz 2.1 Sei 2 eine abgeschlossene Teilmenge von R® und ¢ : Q x Q@ — Ry eine
stetige messbare Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(C1) c¢(w,@) =0 falls w = @;

(C2) c(w,®) = c(@,w) fir alle w,® € Q;

(C3) sup{c(w,®) :w,® € B,|lw—&| <0} =0 fiir 6 = 0 und B C Q beschrankt;
(C4) es existiert eine messbare Abbildung A : Q — Ry, die beschrinkte Mengen
auf beschrinkte Mengen abbildet und die Eigenschaft c(w,®) < A(w) + A(@) fir alle
w,® € Q erfillt.

Dann gilt:
(P, Q) = pe(P, Q)

fiir beliebige Mafe P,Q € P.(2) ={Q € P(Q) : [ Mw)Q(dw) < oo}
Q

Im Fall da8 Q kompakt ist, geniigt die Stetigkeit von ¢, um die Bedingungen (C3)
und (C4) zu erfiillen. Ein wichtiges Beispiel fiir ein ¢, welches alle Bedingungen
(C1)-(C4) erfiillt, ist die Abbildung cp in der Form von (2.3). Klar ist, daf} die-
ses ¢, den Bedingungen (C1)-(C3) geniigt. (C4) wird erfiillt mit der Abbildung
An(w) 1= [[o — wol| max{1, h( o — woll}.
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2.2 Approximation von Wahrscheinlichkeitsmafien

Der Wahrscheinlichkeits-Abstand (.(P, Q) zweier Mafie P € P(Q2) und @ € P(Q)
wird hier die Grundlage fiir die Approximation eines gegebenen Wahrscheinlich-
keitsmafles P durch @) sein.

Im wesentlichen konnen zwei Fille unterschieden werden:

1. Optimale Szenario-Generierung

Fiir ein spezielles Maf§ P € P(2) ist ein diskretes Mafl @* € P () mit M Szenarios
in © zu finden, so daf} gilt:

M M
C(P,Q) =min{C(P,Y q;0u,) Y ¢j=1,4; > 0,w; €Qj=1,..,M} (2.6)
j=1 j=1

Die Grundidee fiir die Reduktion einer gegebenen diskreten Approximation @* von
P sieht wie folgt aus:

2. Optimale Szenario-Reduktion

Man bestimme eine Indexmenge J* C {1,..., M} mit fester Anzahl #J* = k und

ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q* = > 4 0wy, SO dafi:
J¢J*

C(P,Q") =min{C(P, Y qjdy,) : J C{1L,.. M} g =1,¢; 20}  (2.7)

jeJ* jg€J

Im allgemeinen ist es sehr schwer, solche Mafle @* zu finden. Das Problem (2.7)
beschreibt ein nicht-konvexes Optimierungsproblem, welches nicht differenzierbar
und in den praktischen Anwendungsfillen von sehr grofler Dimension ist. Eine ge-
nerelle algorithmische Losung erscheint aussichtslos. Fiir Spezialfille wird in [10]
ein Losungsversuch unternommen.

Kann vorausgesetzt werden, dal das Mafl P diskret ist mit endlichem Tréger, oder
gut durch ein diskretes Mafl approximiert werden kann, &ndert sich die Situation.

M
Dann ergibt sich der Fortet-Mourier Abstand (.(P, > ¢;dw;) als optimale Losung
j=1

eines linearen Optimierungsproblems (siehe Kapitel 3).



Kapitel 3

Szenarioreduktion

Wie in Kapitel 2 betrachtet, ist es generell sehr schwer, gute Approximationen
fiir Wahrscheinlichkeitsmafle zu erhalten. In diesem Kapitel wenden wir uns des-
halb einer speziellen Situation zu, in der wir nur diskrete Mafle betrachten. Damit
vereinfachen sich die Probleme (2.7) und (2.8) und es lassen sich eine Reihe von
Aussagen herleiten.

Zu diesem Zweck sei von jetzt ab ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl P mit einer
endlichen Zahl von NV Szenarios w; € {2 mit zugehérigen Wabhrscheinlichkeiten p;, fiir

t=1,...,Nund N € N gegeben. Dabei gelte Z pi = 1. Gesucht ist ein beziiglich der

Fortet-Mourier Metrik optimales diskretes Maﬁ () mit Szenarios auf einer Teilmenge
von {w;:i=1,...,N}.

3.1 Optimale und vorgeschriebene Neuverteilung

N

Wir betrachten obige Ausgangssituation, d.h. es sei P = > p;d,,,. Weiter sei J C
i=1

{1, ..., N} eine beliebige Teilmenge von {1,..., N'}.

Definition 3.1 FEin Wahrscheinlichkeitsmaf§ Q@ heif$t reduziert beziiglich P, falls

Jj¢J jgJ

Ein reduziertes Maf} @) ergibt sich demnach durch entfernen aller Szenarios w; mit
j € J und einer Neuverteilung der Wahrscheinlichkeitsgewichte fiir w; mit j & J.
Fiir jedes reduzierte Mafl @ 148t sich nach Formel (2.4) der Fortet-Mourier-Abstand
berechnen. Dazu fithren wir die Bezeichnung D(J, ¢) ein.

Definition 3.2

N
D(J,q) == ¢e( sz wﬂzq] maX{ZPiui + quvj rui v < e(ws,wj)}
(3.1)

Der Ausdruck (3.1) entspricht einem linearen Optimierungsproblem fiir jedes i €
{1,...,N} und j ¢ J. Fiir eine optimale Szenario-Reduktion muf} eine Indexmenge
J gefunden werden, so daf§ der Abstand D(J, q) des originalen und des reduzierten
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Mafes minimal beziiglich aller Indexmengen mit vorgegebener Anzahl von Elemen-
ten ist.

Im folgenden werden zwei grundlegende Sitze aus [5] zitiert, die den Abstand D(.J, q)
ndher charakterisieren. Dabei werden die zwei Félle der optimalen und vorgeschrie-
benen Gewichte ¢;,j € J unterschieden.

Satz 3.3 (optimale Neuverteilung)
Fiir eine vorgegebene Indexmenge J C {1,...,N} gilt:

Dy :=min{D(J,q) : ¢; >0, qu =1} = Zpi migl c(wi, wj). (3.2)
i¢J icr %
Das Minimum wird angenommen in (optimale Neuverteilungsregel):
G=pi+ >, b VigJ
i€J,5(4)=3

wobei j(i) € argr;;zi}l c(ws,wj) fiirie J.
j

Beweis: Wir setzen I := {1, ..., N} und ¢;; := c(w;, w;) fiir alle i, j € I. Zum Beweis
nutzen wir die beiden nach Satz 2.1 dquivalenten Beschreibungen (2.4) und (2.5)
des optimalen Abstands D(J;q):

N
D(Jiq) = min{d cijmij 10 20,3 mij =1 mij— > mij=pi—pji€ljéJ}
i,j i,j i¢Jd i=1

N
= max{Zpiui +quvj tu; + o5 < Cz'j,i el,jg J}
i=1 jed

Als erstes zeigen wir fiir ein beliebiges, den Voraussetzungen gentigendes g:

Zpi mincij < D(J30).

icJ
Wir wollen zunéchst die zweite der obigen Gleichungen fiir D(J;¢) anwenden. Dazu
definieren wir folgende spezielle u; und v;:

w; = r];}ei?cij Viel

v; = 0 V] € J
Damit gilt:

' _Jouy fallsieJund j g J
“l*”]‘{ 0 fallsi,j&J

Folglich gilt:
u; +vj < ¢y Viel,jé&.J

Durch Einsetzen erhalten wir so fiir beliebiges ¢ die Ungleichung:

N
Zpiui + ZQjUj = Zpi I,rg}lcij < D(J;q).
=1 I ics ’

Als néchstes wollen wir zeigen, daf fiir ein spezielles ¢ in der Ungleichung das
Gleichheitszeichen gilt. Dazu wenden wir nun die erste Gleichung zur Bestimmung
von D(J;q) an.
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Wir wéhlen j(i) € arg H;Zl? ci; fiir alle 7 € J und definieren:
J

pi fallsi=j(i)und jeJ
mj=1{ pi ,fallsi=jundj¢.J
0 , sonst

Wir setzen:
N
(jj = Z’I?ij vJ g J.
i=1
Die so definierten ¢ und 7;; erfiillen die Restriktionsbedingung des Minimums der
ersten Gleichung zur Bestimmung von D(J;¢) und es gilt:

D(J;4) < cijmij = > pi min c;j.
(%) ieJ

Somit gilt insgesamt:
Dy =D(J;§) = pi rf;zi?cij
icJ

mit der optimalen Wahl von ¢

Gj=pi+ Y, pi Vgl
i€J,j(6)=j

Das war zu zeigen.
O

Der Satz beschreibt eine explizite Vorschrift zur Berechnung optimaler Gewichte
bei vorgegebener Indexmenge J der zu eliminierenden Szenarios. Er besagt, daf
sich das Gewicht der eliminierten Szenarios jeweils auf das Gewicht des zu ihnen in
Bezug auf ¢ am néchsten liegende Szenario addiert.

Eine andere Situation liegt vor, wenn wir die Neuverteilung der Gewichte vorschrei-
ben. Dann 148t sich eine Abschitzung fiir den optimalen Abstand D(J,q) angeben,
wie der folgende Satz zeigt (vgl. [5]).

Satz 3.4 (vorgeschriebene Neuverteilung)

Die Summe der Gewichte p;j = > p; der von P zu eliminierenden Szenarios sei
ieJ

wie folgt auf die Gewichte des reduzierten Mafes Q) verteilt:

4 =pj +Ajps
fir j & J, wobei A\j > 0 fiir alle j ¢ J und > A\j = 1. Dann gilt fir den Abstand
Jé¢J
D;(J;q):
D(J;q) <Y pi 3 Ajelwi,wj).
i€d  jEJ

Dabei gilt die Gleichheit, falls #J = 1 und c die Dreiecksungleichung erfiillt.

Beweis: Zum Beweis wenden wir die primére Darstellung (2.5) zur Bestimmung
von D(J;q) an und definieren:

piAj Lfallsie Jund jgJ
Nij = pi Sfallsi=jund jgJ
0 , sonst
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Wir setzen wieder I := {1,..., N} und ¢;; = c(w;,w;). Fir n;; gilt:

ij = pi Viel
i¢Jd

N
Somig = pitNpr=q; Vig¢J
i=1

Damit erhalten wir die Abschitzung;:

D(J;q) < Zcijm’j = Zp,-Z)\jc,-j.
1,3

icd  jgJ
Sei nun #J =1, d.h es sei J = {I} mit [ € I beliebig. Wir setzen:
u;=—cy Yiel und vj=c; Vjel\{l}
Falls ¢ die Dreiecksungleichung erfiillt, gilt somit:
uitvj=cj—cy <cy Viel jel\{l}.

Unter Verwendung der dualen Darstellung (2.4) von D(J; q) erhalten wir fiir diesen
Spezialfall die Ungleichung:

N N N
D(J;q) > > gicu— Y pica= Y, (¢ —pici
i=1,il i=1 i=1,il
N
= m Y, N
i=1,il

a

Im allgemeinen gilt fiir #J > 2 oder im Fall #J = 1 und c erfiillt nicht die Drei-
ecksungleichung das echte Ungleichheitszeichen in Satz 3.4.

Als nichstes wenden wir uns der Wahl einer Indexmenge J C {1,..., N} mit opti-
malen Gewichten und fest vorgegebener Anzahl von Elementen zu. Wir erhalten so
das Problem:

min{D; = E i ry;zi?c(wi,wj) :JCA{L,... N} #J =k} (3.3)
, J
ieJ

fiir ein gegebenes kK € Nund 1 <k < N.

Das Problem (3.3) stellt ein sehr komplexes kombinatorisches Optimierungsproblem
dar. Generelle Losungen fiir 1 < k < N sind sehr schwer zu erhalten, da die Zahl
der Indexmengen J mit vorgegebener Kardinalitit #.J = k binomial steigt. Das
legt die Vermutung nahe, daf eine exakte algorithmische Lésung von (3.3) nicht in
polynomialer Zeit zu bestimmen ist, da} es sich hierbei also um ein NP-schweres
Problem handelt (vgl. [3]). Aber fiir die Spezialfille £ = 1 und kK = N — 1 ergeben
sich vereinfachte Probleme, wie in den nichsten Abschnitten zu sehen ist.

3.1.1 Eliminierung eines einzigen Szenarios

Betrachten wir den Spezialfall #J = 1, d.h. wir wollen nur ein einziges Szenario eli-
minieren. In diesem Fall ist das Optimierungsproblem (3.3) dquivalent zu folgendem
Problem:

i in e(wy, w; 3.4
le{?..?N}plr?;&?c(wl wj) (34)
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Wird das Minimum in I, € {1,..., N} angenommen, d.h. das Szenario w;, wird
eliminiert, so liefert die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 die Verteilung
fiir das reduzierte Wahrscheinlichkeitsmaf Q.
Sei j. € argr'r;&iln c(wy, ,w;). Dann gilt fiir die Gewichte ¢; von Q:

J#Ls
q = p fiir alle I & {l., j«} und ¢;, = pj, +p1,-
Verfolgt man diese Strategie rekursiv, so ist das ein Konzept eines Algorithmus

zum schrittweisen Entfernen von Szenarios eines Wahrscheinlichkeitsmafies P (siehe
Abschnitt 3.2).

3.1.2 Eliminierung aller Szenarios bis auf ein Szenario

Ein zweiter Spezialfall der das Problem (3.3) vereinfacht ist der Fall, da8 #J =
N —1, d.h. wir wollen alle Szenarios bis auf ein einziges eliminieren. In diesem Fall
ist das Optimierungsproblem (3.3) dquivalent zu folgendem Problem:

N
i ic(w; 3.5
B0 vy 2 pici 0) (5.9

Wird das Minimum in u. € {1,..., N} angenommen, so verbleibt nur das Szenario
wy, und vereinigt die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse auf sich, d.h. das reduzier-

te Wahrscheinlichkeitsmaf§ ) besteht nur aus dem Szenario w,, mit zugehoriger
Wahrscheinlichkeit ¢, = 1.

Auch diese Strategie, kann rekursiv angewendet, zu einem Konzept eines Algorith-
mus zur Szenarioreduktion erweitert werden (siehe Abschnitt 3.3).

3.2 Der Backward-Algorithmus

Der Backward-Algorithmus verwendet rekursiv die Methode des Eliminierens ein-
zelner Szenarios. Es gilt folgender Satz.

Satz 3.5 (untere Schranke)

Es gilt
k

Zpli I,r;éilnc(wl“wj) <min{D, : J C{L,.., N}, #J =k},
i=1 J7h

falls fiir die Indizes l; gilt:

l; € arg prminc(w,w;j) Yi=1,..k (3.6)

min
1e{l,  , NN\ {l1,eeslio1} " G#L
Weiterhin gilt:

Die Indexmenge {li,...,l;} ist Lisung des Optimierungsproblems (3.3), falls fiir
jedes i =1,....k die Menge arg(rglrlc(w[i,wj)\{ll, ey lic1,lig1y ooy I} micht leer ist.
JIFi

Beweis: Fiir eine beliebige Indexmenge J = {j1,...,Jr} C {1,..., N} mit #J =k
gilt nach Satz 3.3:

k

k
D = ;e min  c(wj,,w;) > »omin c(w;, , w;
J ;pjl i i ( Gis ]) _;pﬁ o ( Jis ])
k

Z , min c(wy, , wj
i:1pl Gl ( lis ])

v
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Dabei ist die letzte Ungleichung eine Konsequenz der Definition fiir die Indizes ;.
Ist argm;lnc(w[i,wj N\, e licy, livr, o L} £ 0 fiiv alle i = 1, ..., k, so gilt ferner:
J7ti

minc(wy,,w;) = min  clwy,,w;j).
T et ws) = quin el @)

Folglich kann die obige Abschitzung fiir D fortgesetzt werden zu:

'M?f

min c(w,,w;) =D .
Vi g min ( > Wj) (ol }

Damit ist die Indexmenge {l1, ..., 1; } Losung des Problems (3.3).
O

Mit Hilfe von Satz 3.5 148t sich der Backward-Algorithmus wie folgt beschreiben.
Backward-Algorithmus

e Im ersten Schritt ist ein Index k; mit 1 < k; < k zu bestimmen, so dafl
die zugehorige Indexmenge J; = {lgl], e lgcll]} Losung des Problems (3.3) fiir
#J = kl ist.

e Im zweiten Schritt wird die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 fiir
J = J; angewendet, so daB ein reduziertes Wahrscheinlichkeitsmaf Q) durch
die Eliminierung der Szenarios wj, j € Ji, entsteht.

e SchlieBlich werden die Schritte eins und zwei fiir Q! solange wiederholt, bis
r
im r-ten Schritt > k; = k.

i=1

.
e Zu allerletzt wird auf die Indexmenge J = |J J; nochmals die optimale Neu-
i=1
verteilungsregel angewendet.

Bemerkung: Fiir die Giite des Algorithmus ist die Wahl der lEk] im k-ten Schritt
nicht unerheblich, wie folgendes Beispiel illustriert.

Beispiel: Wir betrachten einen sehr einfachen Szenariobaum mit 3 Szenarios, d.h.
es sei eine diskrete Wahrscheinlichkeitsmenge @ = {—1,0, 1} mit zugehorigen Ele-
mentarwahrscheinlichkeiten P({—1}) = P({0}) = ({1} % gegeben.

(1) (2) 3)

wi =—-1 w2 =0 w3z =1

Wir wollen nun den Baum auf genau ein Szenario nach der Backward-Strategie
reduzieren. Dazu benétigen wir zunéchst die Werte c(w;,w;) fiir 4,5 = 1,2,3. Sei
in diesem Fall c(w;,w;) := |w; — w;|, d.h. wir erhalten eine einfache symmetrische
Matrix:

01 2
le(wiwjhig=1 1 0 1
2 10
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Im 1. Schritt ist nach Satz 3.5 ein Index [; festzulegen, so daf} gilt:

[1 € arg min — minec(w;,w;).
! gle{1,273}3 j£l (wr, ;)

Wir wahlen z.B. [} = 2.

Im 2. Schritt ist nun ein Index [ derart zu bestimmen, daf} gilt:

[ € arg min — min c(w;, w;).
2 gl€{1,3}3 [ (wr,j)

Hier kann entweder [, = 1 oder Iy = 3 gewéhlt werden. In beiden Fillen gilt jedoch:
arg min c(wiy s w])\{2} =0.
J#l2

Das bedeutet, wenn im 1. Schritt {; = 2 gesetzt wird, mufl bereits die Neuvertei-
lungsregel von Satz 3.3 angewandt werden. Dabei wird das 2. Szenario eliminiert
und seine Wahrscheinlichkeitsmasse % auf die des 1. oder 3. Szenario addiert. Nach
einem 2. Backward-Schritt erhilt man schliellich ein reduziertes Mafl @, beste-
hend aus nur noch einem einzigen Szenario {—1} oder {41} mit der zugehorigen
Wahrscheinlichkeit 1. Der Fortet-Mourier Abstand zwischen dem originalen und
dem reduzierten Baum ist in beiden Fillen gleich. Er kann nach Satz 3.3 wie folgt

berechnet werden:

(P, Q)

Dy—piop= Y, pimin ¢(w;, wj)
ie{1,2} -

1 1
= -]1—-(-1 -|1-0]=1.
S1= (1)l + 510
Hétten wir uns im 1. Schritt hingegen fiir den Index I; = 1 (bzw. l; = 3) entschieden,

und hétten daraufhin im 2. Schritt gerade I = 3 (bzw. Iy = 1) gewdhlt, so wiirde
sich fiir den Fortet-Mourier Abstand des reduzierten Mafles () ergeben:

¢(P,Q) = Dj_qiz = Z Di @gc(wiij)
ie{1,3} =
1 1 2
= — 0 — —]_ — 0 —_ ]_ - —.
20— ()43l -1=>

Das wiére in diesem Beispiel auch die optimale Losung fiir das Eliminieren zweier
Szenarios.

Dieses einfache Beispiel zeigt sehr deutlich, da3 die Wahl der Indizes l; zur Szena-
rioreduktion sehr grofien Einflul auf die Giite der Approximation bei der Szenario-
reduktion hat.

3.3 Der Forward-Algorithmus

Der Forward-Algorithmus geht im Gegensatz zum Backward-Algorithmus genau
entgegengesetzt vor. Er nutzt die Strategie des Eliminierens aller Szenarios bis auf
eines, welches die gesamte Szenariomenge am besten approximiert. Schrittweise fort-
gesetzt, kann auf diese Weise ein reduziertes Mafl () mit £ < N Szenarios erzeugt
werden. Wir betrachten folgenden Satz.
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Satz 3.6 (obere Schranke)
Es gilt
in{Dj : 1,.,N =k} < ; mi iy Wi
win{Ds {1, N AT =K € 3 pimin o),
i€Jy
falls Jy, = {1, ..., N}\{u1, ..., un—r} und fir die Indizes u; gilt:

uj; € ar min i min c(wi,wy) Vi=1,...,. N —k.
A T 2 P et 1} iy wu) VI
iZ{ut,euj—1,0}
(3.7)
Beweis: Es gilt unter Verwendung von Satz 3.3:
min{Dy:J C{l,.,.N},#J =k} <Dy, = Z p; min c(w;, wj).
h J€Ju
i€Jy
O

Mit Hilfe von Satz 3.6 1483t sich der Forward-Algorithmus wie folgt beschreiben.

Forward-Algorithmus

e Fiir j =1,..,N — k sind die Indizes u; gemif Formel (3.6) zu bestimmen.

o Anschliefend wird die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 auf die Index-
menge J = {1,..., N}\{u1,...,un_i} angewendet, um das reduzierte Wahr-
scheinlichkeitsmafl () zu erhalten.

Auf den ersten Blick erscheint der Forward-Algorithmus im Vergleich zum Backward-
Algorithmus nicht so komplex, dem ist aber nicht so. Im Gegenteil, wie die Be-
rechnungen und Tests in [5] ergeben haben, ist ein deutlicher Zeitunterschied zwi-
schen den beiden Algorithmen zu verzeichnen. So benttigte die dort vorgenom-
mene Reduktion eines Szenariobaums mit 729 Szenarios auf 400 Szenarios mit dem
Backward-Algorithmus lediglich ca. 8 Sekunden. Dagegen benotigte eine Implemen-
tierung des Forward-Algorithmus ca. 6000 Sekunden. Allerdings lag dabei das Er-
gebnis des Forward-Algorithmus deutlich n&her am Optimum. Es lohnt sich daher,
sich noch genauer mit dem Forward-Algorithmus zu beschéftigen.

3.3.1 Das Forward-Schema
Wir betrachten noch einmal die Formel (3.7) des Forward-Algorithmus.

u; € ar min ; min clwi,w Vi=1,...N —k
J gle{U1,...,uJ'_1} i {ur Zu ) l}pz wE{u1, s Uu—1,l} ( b U) J T
seeUj—1,

In jedem Schritt ist das Minimum einer bestimmten Summe zu finden. Wir fiithren
neue Bezeichnungen ein und definieren induktiv:

Schritt [1]

& = c(wiwy) i,j=1,..,N
N
zj[.l] = Z pié%] j=1..,N
i=1/i#j
ultl e arg min e

j€{l,..,N} ?
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Schritt [k]

AEI;] = mln{c[k 1], AEZ[,}]II} i,j & {u[l], ...,u[kfl]}

z][-k] = Z i AE’;] jé {u[l], ...,u[k_l]}
ig{ull,. ulk-11,5}

ulfl e arg min LK)

jg{ultl,ulk=11y 7
Mit diesen Definitionen gilt folgender Satz.

Satz 3.7 Die Indexmenge {u[l], ...,u[’“]} ist Losung des Forward-Algorithmus, d.h.
sie geniigt der Bedingung (3.7) fir jedes 1 < k < N.

Beweis: Sei 1 < k < N beliebig fixiert. Fiir £ = 1 folgt die Behauptung durch
Einsetzen der Definitionen fiir z und ¢ direkt. Sei also k£ > 1. Nach Definition gilt:

ul e arg min z[k]
jefultl,. -1y
Weiterhin gilt nach Definition:
arg min M= arg min Z Di CEI;]

i {1l k—11y J i {yll] [k—1]
jg{ulll,.. . u } Jg{ulll,. }ig{u[1]7...7u[’“—1],j}

= arg min E Di rmn{c]c Y gkl
FE{ul, ulk=10} ' R
ig{ult],.ulk=11 5}

Da aber gilt (wiederholtes Anwenden der Definition):

(k1] k1] _ [k—2] Alk—2] 2 k2]
min{c;; ¢ noy ) = mln{mln{c CATg rmn{cm[,c s Cogti—2
_ Ak=2] Jlk=2] k=2
= mln{c » Crlk—11> w[k 2]}
_ A1 [1] A1)
- mln{cm ) Yiulk—1]0 0 ciu[l]}v
folgt mit c[ I = = c(w;,wj):
. [k] Z .
ar min zi =ar ; min c(wi, wy)-
® jegutil oty I 8 ety R

ig{ultl,.. ulh=115}

Damit geniigt u* der Forward-Bedingung (3.7).
O

Folgerung 3.8 Es gilt fir alle 1 < k < N und Jo) = {1, ., N\ {ull) . ulky
zfﬁll = D, d.h. zfﬁll reprasentiert fiir jedes k den Fortet-Mourier Abstand zwi-
schen dem urspringlichen und dem reduzierten Maf auf der k—ten Stufe des Forward-

Algorithmus.
Beweis: Die Folgerung (3.8) ist Konsequenz der Definition von z und des Beweises

zu Satz 3.3.
O

Die Definitionen von z und ¢ in dieser Form haben den Vorteil, daf} sie sich sehr
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gut und effizient implementieren lassen.
Algorithmus des Forward-Schemas
Im k—ten Schritt sind folgende Daten gegeben:

e cine Indexmenge {ulll, .. ul*~1} c {1,..., N},

e Werte éy;] mit i, j € G auf dem durch {ul!l, .. ul*=1} definierten Gitter
G = {1,..., N}\{ul . ulk=1} =Pef Lo gn_ki1}-

Die Berechnung der Daten im k—ten Schritt kann nach folgendem Schema durch-
gefiihrt werden.

Q Wy, T Wy; T Won kg Vig
Wg1 Pg,
w L
gi 9i9; p!}i
Wyn k1 Pygn k41
Alk] (k] (k] (k] :
Zpicij 291 T 29 T RgN—k41 Jx

Sei j. € G der Index, in dem das Minimum der Zj['k], j € G angenommen wird. Ist

k < keng, so sind als letztes noch die Werte ¢t zu bestimmen:

= minfeld, dy vije G\
Bemerkung 3.9

(1) Der Algorithmus hat in jedem Schritt die Komplezitit O((N — k)?).

(2) Die Tatsache, daf zj[k] gerade der Fortet-Mourier Abstand im k—ten Schritt
ist (nach Folgerung 3.8), lifit sich bei der Implementierung gut nutzen. So ist es
moglich, als Abbruchkriterium micht unbedingt eine feste Tiefe k vorzugeben, son-
dern z.B. eine obere Grenze fiir den Fortet-Mourier Abstand des reduzierten Mafes,
die dann mit moglichst minimalen k eingehalten wird.

3.4 Vergleich zwischen Forward- und Backward-
Algorithmus

3.4.1 Komplexitidt der Algorithmen

Wie die ersten numerischen Tests in [5] zeigten, spielt die Rechenzeit eine nicht un-
wesentliche Rolle. Dort gab es grofie Unterschiede bei der Berechnung von reduzier-
ten Szenariobdumen. Wenden wir uns als erstes wieder dem Backward-Algorithmus
zu.

Um im ersten Schritt aus der Menge der N Szenarios den Index [; des zu elimi-
nierenden Szenarios zu bestimmen, miissen nach Formel (3.6) zunichst 2N (N — 1)
Operationen ausgefiilhrt werden. Damit wiirde man fiir den Index [ des k-ten zu



KAPITEL 3. SZENARIOREDUKTION 18

eliminierenden Szenarios einen Aufwand von 2(N — k)(N — k — 1) erhalten. Nun
kann der Aufwand aber sehr erheblich verringert werden, wenn man in jedem Schritt
nur die Minima fiir das nach der Neuverteilungsregel verdnderte Szenario neu be-
rechnet. Alle anderen Szenarios bleiben dabei unveridndert. Damit erhilt man im
(k + 1)-ten Schritt nur noch eine Komplexitédt von O(N), oder insgesamt fiir das
Streichen der ersten k Szenarios O(2N? + (k — 1)N). Die Konstante 2 ist aber im
allgemeinen nicht exakt einzuhalten, da auch Speicherzugriffe und das Betrachten
der Minima auf Gitterpunkten im k-ten Schritt Zeit in der Ordnung O(N?) in An-
spruch nehmen. Seien in einer Konstanten C' alle diese Konstanten zusammengefaft,
so erhalten wir folgende Aussage.

Lemma 3.10 Die Komplezitit des Backward-Algorithmus fir das Eliminieren von
1 < k < N Szenarios aus einer Szenariomenge mit N Szenarios betrigt O(CN?)
mit einer Konstanten C'.

Betrachten wir nun den Forward-Algorithmus, insbesondere das Forward-Schema.
Wie in Bemerkung 3.9 bereits festgestellt, ist der Rechenaufwand im k-ten Schritt

O((N — k)?). Um also eine Menge von N Szenarios auf k Szenarios zu reduzieren,
k=1
sind insgesamt C' Y (N —4)? Operationen notwendig. Damit gilt fiir den Forward-

=0
Algorithmus:

Lemma 3.11 Die Komplexitit des Forward-Algorithmus fir das Reduzieren einer
Szenariomenge mit N Szenarios auf 1 < k < N Szenarios betrigt O(CkN?) mit
einer Konstanten C.

Man beachte, dafl in Lemma 3.11 die Zahl k£ die Anzahl der noch verbleibenden
Szenarios in der reduzierten Szenariomenge widerspiegelt. Dagegen ist in Lemma
3.10 k die Anzahl der reduzierten Szenarios.

3.4.2 Giite der Approximation

Die numerischen Tests in [5] haben gezeigt, dafl beide Algorithmen offensichtlich sehr
gute Ergebnisse erzielen. Dennoch gibt es Unterschiede. So ist fast ausnahmslos zu
beobachten, dafl der Abstand zwischen urspriinglichem und reduziertem Mafl beim
Forward-Algorithmus néher am Optimum liegt. Preis dafiir ist allerdings ein hoherer
Rechenaufwand gegentiber dem des Backward-Algorithmus.

Die besseren Resultate des Forward-Algorithmus sind offenbar auf einen Nachteil
in der Strategie des Backward-Algorithmus zuriickzufiihren. Dieser scheint in der
Tatsache zu liegen, dafl die Gewichte der eliminierten Szenarios stets auf ganz be-
stimmte Szenarios fest neuverteilt werden, nimlich auf die zu ihnen am nichsten
gelegenen. Das bedeutet aber, daf sich die Last einzelner Szenarios in jedem Schritt
erhoht, was zu einer ungleichen Verteilung fiihrt, was sich im folgenden Schritt
moglicherweise negativ auswirken kann. Das ist ein qualitativer Unterschied zur
Strategie des Forward-Algorithmus, bei der in jedem Schritt das bestmdogliche Sze-
nario gewahlt wird, welches zusammen mit den bis dahin bestimmten Szenarios die
gesamte Szenariomenge am besten approximiert. Dabei werden in jedem Schritt
die Gewichte neuverteilt, ohne sich jedoch bei der Verteilung festzulegen. Erst im
letzten Schritt erfolgt die Festlegung der Last in der reduzierten Szenariomenge.

Eine weitere Konsequenz dieser Strategie ist eine ausgeglichenere und harmonischere
Verteilung der Szenarios in der reduzierten Menge. Dazu sei hier auf das letzte
Kapitel 4 verwiesen.
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Interessant wiire aber auch die Fragestellung, wie nahe man bei der Approxima-
tion am Ende wirklich an die Optimalwerte des allgemeinen Problems (3.3) heran
kommt. Nun, es ist im allgemeinen sehr schwer, an Aussagen iiber eine absolute oder
relative Gite zu gelangen. Wie schon angedeutet, ist zu vermuten, daf} es sich bei
dem Problem (3.3) der Szenarioreduktion um ein N P — schweres Problem handelt.
Exakte Losungen sind dabei nicht in polynomialer Zeit erreichbar [3]. Dabei sind
Abschétzungen und Giiteaussagen von Approximationsalgorithmen entweder gar
nicht, oder nur sehr schwierig und in Spezialfillen zu bekommen.

Im néichsten Abschnitt wird der Versuch unternommen, wenigstens fiir besondere
Strukturen, die in der Optimierungstheorie oft auftretenden Szenariob&dume, be-
stimmte Teilaussagen und Kriterien fiir die Optimalwerte herzuleiten.

3.5 Anwendung auf Szenariobidume

In den vorherigen Abschnitten haben wir gesehen, dafl exakte Losungen des all-
gemeinen Optimierungsproblems (3.3) sehr schwer zu bekommen sind. Wir haben
zwei Approximationsalgorithmen, den Forward und Backward Algorithmus kennen-
gelernt. Ziel in Kapitel 4 wird es sein, diese Algorithmen auf Aufgaben aus der Praxis
anzuwenden.

In der stochastischen Optimierung treten Probleme der Szenarioreduktion in ganz
bestimmter Form auf. Das zu reduzierende Wahrscheinlichkeitsmafl P ist dabei
diskret und die einzelnen Szenarios sind angeordnet in einem Szenariobaum.

Ein Szenariobaum besteht aus einer Menge von Knoten mit jeweils n (n € IN) Ver-
zweigungen. Der Verzweigungsgrad ist dabei in der Regel n = 2 oder n = 3. Insge-
samt gibt es K (K € N) Verzweigungsebenen. Auf der k-ten Ebene (1 < k < K) gibt
es somit n* Knoten. Das folgende Bild zeigt einen 3-stufigen binéiren Szenariobaum,
d.h. der Verzweigungsgrad ist n = 2 und es existieren ' = 3 Verzweigungsebenen.

Wurzel

1. Verzweigungsebene
2. Verzweigungsebene

3. Verzweigungsebene

Beispiel: 3-stufiger binérer Baum

Wie sehen nun die einzelnen Szenarios und die zugehorigen Einzelwahrscheinlich-
keiten aus? Jeder Ast, d.h. ein vollstindiger Pfad von der Wurzel des Baums bis
zur untersten Ebene, repriisentiert ein Szenario. Demnach gibt es insgesamt n’* ver-
schiedene Szenarios. Entscheidend fiir die Charakterisierung der einzelnen Szenarios
sind die Positionen der Knoten im Szenariobaum. Jedes Szenario stellt sich dar als
K-dimensionaler Vektor im Vektorraum RX.

Fiir jede Verzweigungsebene kénnen wir Mengen Vj, einfiihren, definiert durch:
Vii={oF, .., 0F1cR 1<k<K. (3.8)

Dabei ist n der Grad der Verzweigungen. Die Mengen V, bestimmen die Gréfle und
Richtung der Verzweigungen, ausgehend von jedem Knoten. Die Werte &f, ..., 5% sind
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dabei beliebige reelle Zahlen. Die Menge der Szenarios {ws}s—1, . ,x ldBt sich nun-
mehr identifizieren als Menge der Vektoren ws = (w!,..,wX) € RX s =1,....n%,
so daf} fiir jedes s gilt:
k .
A0y, 08 ) €V X o x Vit wh=) 60 VI<Ek<K. (3.9)

i=1

Die Wahrscheinlichkeit soll fiir alle diese Szenarios gleich sein, d.h. die Einzelwahr-
scheinlichkeit fiir jedes Szenario ws ist ps = —x.

In Anwendungsfiillen finden wir hiufig binére Szenariobdume oder Szenariobdume
mit Verzweigungsgrad 3. Die Mengen V}, sind dabei sehr einfach strukturiert. Es gilt
auf allen Verzweigungsebenen 1 < k < K: Vi, = {—6%,6F} baw. Vj, = {—4*,0,5%}.
Wir wollen solche Szenariobdume gleichmdffig nennen.

Definition 3.12 Ein Szenariobaum heifit gleichmdfig, falls gilt:
eV —0eV, VI<ELK,
d.h. der Szenariobaum ist symmetrisch bzgl. der Links- und Rechtsverzweigungen.

Beispiele finden sich in zahlreichen Veroffentlichungen. Angefiihrt sei hier die Arbeit

[5].

ot =2
=1
5% =3

L
-5 0 5

Beispiel: Bindrer Szenariobaum

In diesem bindren Beispielbaum gibt es insgesamt 8 Szenarios. In der Praxis re-
présentieren die Szenarios der Szenariobdume eine Vielzahl moglicher Realisierun-
gen eines stochastischen Prozesses, die Ausgangspunkt eines deterministischen Opti-
mierungsproblems sind. Um gute Optimierungsergebnisse zu erzielen, sollte die Zahl
der Szenarios hinreichend grof sein. X' = 10 Verzweigungsebenen sind dabei nicht
undenkbar. Das fiihrt allerdings schon zu 2!9 = 1024 Szenarios, was wiederum hohe
Anforderungen an die Implementierungen in Hinblick sowohl auf Speicherbedarf,
als auch auf Rechenzeiten stellt.

3.5.1 Binidre Szenariobdume

Jetzt wollen wir uns mit speziellen bindren Szenariobdumen beschéftigen. Dabei
wollen wir untersuchen, wie man unter Ausnutzung der Baumstruktur ganz be-
stimmte Szenarios des Baums eliminiert, so daf sich das Gewicht dieser Szenarios
auf benachbarte Szenarios addiert. Dazu werden wir wiederum die optimale Neu-
verteilungsregel von Satz 3.3 anwenden.
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Sei im folgenden ein bindrer Szenariobaum mit K € N Verzweigungsebenen und
N := 2K Szenarios gegeben. Die Werte der Verzweigungen seien durch

Vi={-0F0"CcR 1<k<K

gegeben, d.h. V}, ist allein durch den Verzweigungswert 6% € RT bestimmt und der
Szenariobaum ist gleichmé&Big.

Desweiteren sei im folgenden die Abbildung c(w;,w;) als der euklidische Abstand in
RX definiert, d.h. es gelte

c(wi,wj) = |lwi —wjlla V1< 4,5 <N

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn man Szenarios auf nur einer Ebene
eliminiert. Hintergrund ist dabei der Gedanke, da} man im Szenariobaum moglichst
dort Szenarios eliminiert, wo der Verzweigungswert % am kleinsten ist, um den
Abstand zu einem benachbarten Szenario klein zu halten, was wiederum nach Satz
3.3 zu einer optimalen Reduktion von Szenarios fiihrt.

Die 1/2-Lésung

Betrachten wir zuniichst einen gleichméBigen Szenariobaum, bei dem 6% = § fiir alle
1 <k < K gilt. Fiir den Abstand zweier beliebiger Szenarios gilt nach Konstruktion
(3.9) stets:

||wi—wj||2 22(5 Vl;’é],l,]: 1,...,N. (310)

Weiterhin folgt, daf} fiir gewisse g, jo € {1, ..., N} das Gleichheitszeichen gilt. Ziel
ist es nun, moglichst viele solcher Szenariopaare zu finden, fiir die obiger Abstand
minimal wird. Ein erstes Resultat liefert folgende Aussage.

Satz 3.13 Fiir jeden K -stufigen gleichmdfSigen bindren Szenariobaum mit 6F = §
und N = 25 Szenarios gilt:

N
D% .= min{Dy : #J = ?} =9
2

Das heifst, ein optimal reduzierter Szenariobaum mit %—

len Szenariobaum einen Fortet-Mourier Abstand von 6.

Szenarios hat zum origina-

Beweis: Wir beweisen diesen Satz konstruktiv. Betrachten wir die unterste Ver-
zweigungsebene. Wir definieren eine Indexmenge J und eine Menge Jqo der zu eli-
minierenden Szenarios und nutzen dabei Darstellung (3.9):

Jo i={w;: 68 =6} und J:={i:w; € Jo}.

Die Menge Jq enthilt genau % Szenarios. Zu jedem beliebigen Szenario w € Jg
existiert ein Szenario & ¢ Jo mit Ok = Wk fiir alle 1 < k < K und o — oF-1 =
6K = —4. Folglich gilt ||w — @&|]2 = 26. Unter Nutzung von Ungleichung (3.10) und
mit Verwendung von Satz 3.3 gilt:

D = E ;min ||w; — w;
J ierzng || i J||2
1
= —20=90
ZN
ieJ

Ungleichung (3.10) sichert uns auch, dafl die Menge J optimal ist.



KAPITEL 3. SZENARIOREDUKTION 22

Satz 3.12 gibt fiir Spezialfille eine explizite Lésung des allgemeinen Problems (3.3)
an. Wir wollen nun versuchen, das Ergebnis zu verallgemeinern. Aus dem Beweis
zum Satz 3.12 ergibt sich sofort:

Folgerung 3.14 Fiir einen K -stufigen gleichmdfigen bindren Szenariobaum mit
N = 2K Szenarios gelte 6% < 6%, fiir alle 1 < k < K. Dann gilt: D(gt =0k
2

Die 1/4-L6sung

Im allgemeinen wird das Minimum der Werte §* nicht in der untersten Ebene k = K
angenommen werden. Damit wird die Situation etwas schwieriger als bei der 1/2-
Losung. In der Praxis treten vielmehr hiufig Szenariobdume mit der Eigenschaft
ol < ... < 6% < ... < 6K auf. Im folgenden soll auch fiir solche Szenariobiume ein
analoges Approximationsresultat hergeleitet werden. Dazu betrachten wir als erstes
folgende Eigenschaft.

Definition 3.15 FEin gleichmdfSiger bindrer Szenariobaum mit K Verzweigungsebe-
nen heifit requlir auf der k-ten Verzweigungsebene (1 < k < K), falls gilt:

1
VK -k

Ein Szenariobaum heifit reguldr, falls er requlir auf allen Verzweigungsebene ist.

|6+ — k| < k. (3.11)

Die Ungleichung (3.11) trifft eine Aussage iiber den maximalen Zuwachs der Ver-
zweigungszahlen zweier aufeinanderfolgender Verzweigungsebenen. Im obigen Fall
0 = 0, fiir alle k, ist die Regularititsbedingung trivialerweise erfiillt. Reguliire
bindre Szenariobdume besitzen folgende wichtige Eigenschaft.

Lemma 3.16 Fir einen gleichmdffigen bindren Szenariobaum gelte fir die Ver-
zweigungszahlen 6° < ... < 0K, Desweiteren sei der Szenariobaum regulir auf der
ersten Verzweigungsebene. Dann gilt fiir den Abstand zweier voneinander verschie-
dener Szenarios:

lwi = willz > min d Vi jiij=1,..,N; (3.12)

wobei dy, definiert ist als:

di == \/ (26%)2 + (I — k)(20%+1 — 20%)2.

Beweis: Sei w; # w; beliebig fixiert. Nach Formel (3.9) existiert Darstellung fiir die
Komponenten

e~

k
wk :Z&ﬁ und w;? :Z&- VI<E<K
=1 =1
mit 0¥, 6% € {—6%,6%} und 6F € RT.
Wir setzen @ := w; — wj. Fiir die Komponenten von @ gilt:

k
OF=wf —wh =360 VI<E<K.
=1
Damit gilt OFF! = ok + 67 — 63+ fiir alle k < K.
Sei ko < K der kleinste Index mit @* # 0. Dann gilt:

ko = |g70 — g | = 25",
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Betrachten wir als niichstes @**! und unterscheiden dabei folgende Fiille:
L Fall g§/ott =gkt
. i FEA

Dann gilt @Fo+! = ko, Es folgt:

o3 > 2(20%) > 2(26")?
> (20M)% + (K —1)(2(6%> = 6%))*  (nach (3.11))
= d
SRt

Dabei haben wir die Regularitéit auf der ersten Ebene ausgenutzt.
2. Fall g0+t # oot
Dann gilt |@kett| = |oke| + 26%0+! oder |@Fotl| = [|@ko| — 26k0+L| wobei nur

noch die zweite Beziehung von Interesse ist. Fiir die erste Beziehung gilt dieselbe
Abschiitzung wie im Fall 1. Es gelte also nun:

@] = [t - 26+ = 2fgto+t - g

Betrachten wir die weiteren Komponenten von & und nehmen an, es existiert ein
Index lp mit ko +1 < lo < K und §;° # 6°. Sei lo 0.B.d.A. wiederum minimal, d.h.

es gelte 8! = 65. fiir alle kg + 1 < < lp. Dann gilt:

l0| |a)1€o+1 + 6io _ 5§0|

[l | — [28" ]
260 — (26F0tt — 25k0)
260,

|

vV IV IV

Damit gilt fiir & erneut die Abschétzung von Fall 1.
Gibt es dagegen keinen solchen Index [g, so gilt:

|| = @Mt V> ko + 15
und wir erhalten schlief3lich:
6 = (@4 + (K — ko) (@2

(26%)% + (K — ko)(2(6*0FH — g*0))?

d? > min d2.
ko = 1<k<K k

Damit haben wir gezeigt, dafl in jedem Fall ||&||2 > 13121}(1 dy, gilt.
T O

Dieses Resultat ermdglicht es uns, eine optimale Szenarioreduktion zu finden, indem
wir versuchen, eine maximale Zahl von Szenarios zu eliminieren, deren Abstand zum
reduzierten Szenariobaum minimal ist. Es 148t sich so folgender Satz formulieren.

Satz 3.17 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.16 und es sei K > 2. Dann
gilt fiir jede Anzahl M € N mit 1 < M < %:

M
opt _ . — — i .
DY/ =min{D;:#J =M} = 1gllcl§ank’ (3.13)

wobei dy wie in Lemma 3.16 definiert als dy, = \/(20%)2 + (K — k)(26F+1 — 25%)2.
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Beweis: Der Beweis erfolgt wieder konstruktiv. Sei kg € arg £r116i<nK dy. fixiert und
0.B.d.A. ko < K. (Sonst existiert sogar 1/2-Losung von Folgerung 3.14.)
Wir definieren folgende Mengen und nutzen dabei wieder Darstellung (3.9):

Jo = {w; : o0 = gko;ghott — _gkotlyynd T = {i:w; € Jo}.

Betrachten wir die Menge Jq der zu eliminierenden Szenarios. Zu jedeAm w € Jg
existiert ein Szenario & ¢ Jo mit @% = w* fiir alle k & {ko, ko + 1} sowie ok0 = —gko
und §ke 1 = §ko+l Die Lage der Szenarios veranschaulicht folgendes Bild:

w ¢ Jq w e Jo
O 5ko
O 5ko +1

Bild: Verzweigung auf ko-ten Ebene

Es gilt nach dieser Konstruktion:

oo — @l = 1/ (26%0)2 + (K — ko) (20k0+E —25%0)2 = dy,
Fiir die Anzahl der Elemente von J gilt:

#J = #{ic{l,..,N}:who = gko hotl — _gho+1}
1 N

N(5)?=—.
G =7

Damit gilt fiir den Abstand D unter Verwendung von Lemma 3.12 und Satz 3.3:

D; = ; Min ||w; — wj
;= oyl
1 1
= Y ~ %o = 7 ko
ieJ

Lemma 3.12 sichert auch, dal D, > D gilt, fiir beliebige Indexmengen #.J' = %.

Fir M < % geniigt es eine Teilmenge von J mit M Elementen zu betrachten.
O

Als néichstes werden wir uns mit Szenariobdumen mit Verzweigungsgrad 3 beschéfti-
gen, die in Anwendungen ebenfalls hiufig auftreten.

3.5.2 Szenariobdume mit Verzweigungsgrad 3

Ahnlich wie im Fall der bindren Szenariobdume, wollen wir auch Resultate fiir
spezielle Szenariobdume mit Verzweigungsgrad 3 herleiten. Ausgehend von einem
Baum mit wiederum K € N Verzweigungsebenen und nunmehr N := 3% Szenarios,
seien die Werte der Verzweigungen durch

Vi ={=0%0,6)y CR 1<k<K
gegeben. Als Abstandsfunktion ¢ nehmen wir wieder die euklidische Metrik:
c(wi,wj) == |lwi —wjll2 V1 <i,j <N.

Als erstes sei ein Resultat fiir die Reduktion eines Szenariobaums mit identischen
Verzweigungszahlen angegeben.
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Die 7/9-Lésung

Betrachten wir also einen gleichméiBigen Szenariobaum, bei dem 6% = ¢ fiir alle
1 <k < K gilt. Fiir den Abstand zweier beliebiger Szenarios gilt nach (3.9):

||w,- - w]'||2 Z 0 Vi 75 ],l,] = 17 ...,N. (314)

Weiterhin gilt fiir gewisse i, jo € {1, ..., N} das Gleichheitszeichen. Ziel ist es wie-
der, moglichst viele solcher Szenariopaare zu finden, fiir die das der Fall ist. Der
folgende Satz entspricht dem Satz 3.13 im binédren Fall. Dabei erlaubt uns die 3er
Verzweigung eine recht geschickte konstruktive Losung.

Satz 3.18 Fiir jeden K -stufigen gleichmdifligen Szenariobaum mit Verzweigungs-
grad 3, 6% = 6 und N = 35 Szenarios gilt fiir K > 3:
7

. 7
D%’;@ =min{Dy: #J = §N}: 9

)

Beweis: Wir definieren hierzu folgende Menge J :
Jo = {w;: 087t e {657 6571} 68 =0}

Die Anzahl der Elemente ist schnell berechnet. Es gilt: #.J, = 2
nun fiir die Mengen der zu reduzierenden Szenarios:

% = %. Wir setzen

Jo = {wi,...,wn\Jqund J ={i:w; € Jo}.

Fiir jedes w € Jg existiert so ein & € Jg, so daf |lw — &||2 = 6. Die Anzahl der
Elemente von J ist %N . Analog zu den bisherigen Beweisen 148t sich mit Satz 3.3
und Ungleichung 3.14 fiir die so definierten Mengen zeigen, da D; = %(5 sowie
Dy > Dy mit #J' = I N gilt. Damit ist gezeigt, daf D%’}Q =Djy.

O

5}(—2
6}(—1
6}(

Bild: Schematische Darstellung von Jg

Die Beweisidee des Satzes behilt ihre Giiltigkeit, wenn wir die Voraussetzungen
etwas verallgemeinern. Es gilt:

Folgerung 3.19 Fiir einen K -stufigen gleichmdfSigen Szenariobaum mit Verzwei-
gungsgrad 8 und N = 3K Szenarios gelte: 6% = 65—t = min{é* : 1 < k < K}.
Dann gilt fir K > 3:

0 . 7 7
ng =min{Dy : #J = 5N} = §5K

Die 4/9-Lésung

Als nichstes betrachten wir wieder Szenariobdume mit der Eigenschaft 6* < ... <
§% < ... < 6K, und leiten optimale Approximationsresultate her. Dazu definieren
wir fiir Szenariobdume mit Verzweigungsgrad 3 analog zu bindren Baumen, was wir
unter Regularitéit verstehen wollen.
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Definition 3.20 Ein gleichmdfiger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 und K
Verzweigungsebenen heifit requlir auf der k-ten Verzweigungsebene (1 < k < K),
falls gilt:

|5k+1 _5k| S ’;
K-k

Ein Szenariobaum heifft requldr, falls er requldr auf allen Verzweigungsebene ist.

ok, (3.15)

Die Definition der Regularitét ist identisch zum Fall binérer Szenariobdume. Es gilt
folgende Aussage, eine leicht modifizierte Variante von Lemma 3.16.

Lemma 3.21 Fiir einen gleichmdfigen Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 gelte
fiir die Verzweigungszahlen §' < ... < 6%, Desweiteren sei der Szenariobaum regulir
auf der ersten Verzweigungsebene. Dann gilt fir den Abstand zweier voneinander
verschiedener Szenarios:

|wi — wjll2 > 1£r11cl<nk dp Yi#j:i,j=1,..,N; (3.16)

wobei dy, definiert ist als:

i == \J(59)2 + (I — K)(8+1 — 64)2,

Beweis: Der Beweis ist dhnlich zu dem von Lemma 3.16. Sei w; # w; beliebig
fixiert. Nach Formel (3.9) existiert Darstellung fiir die Komponenten

J

Il
—
=2
ol

k
und w Z&l ViI<k<K
=1

mit 6%, 6% € {—5%,0,6%} und §F € R*.

177
Wir setzen @ := w; — w;. Fiir die Komponenten von @ gilt:

k
oF = => (00} VI<k<K.
=1

Damit gilt @F+1 = &F + 58+ — 6;-“'1 fiir alle k < K.
Sei kg < K der kleinste Index mit @* # 0. Dann gilt:

. ko falls 6% = 0 oder 6% =0
~ko| — |sko _ sko| — ) , Lalls 0; b
@t = 103 53 | { 26% | sonst

Aufgrund der Regularititseigenschaft gilt folgende Abschitzung (*):

2(6%)? > 2(6")?
> (Y2 + (K —1)(0*> = 6")? (nach (3.15))
= &
S

Damit gelte [@Fo| = §%°. Sonst gilt ||0||2 > 4(6%0)2 > d? mit (¥).
Betrachten wir als niichstes @**! und unterscheiden folgende Fiille:

L Fall gfoth = gkt

: : PR
Dann gilt @*o+1 = oke Es folgt mit obiger Abschétzung (*): ||@*||3 > 2(6%0)% > d2.
2. Fall gfot! # gkt
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Hier ist nur der Fall [©Fo+| = ||@k0| — §ko+1| interessant, da sonst |[@FoFt| > ghotl
gilt, was mit §kot1l > §ko wiederum zu [|@*0||2 > 2(6%)? fiihrt. Es gelte also nun:

@] = [fate] - g+ = |5t — gt

Betrachten wir die weiteren Komponenten von & und nehmen an, es existiert ein
Index Iy mit kg +1 < lp < K und 6%0 # 6;0. Sei [y 0.B.d.A. wieder minimal, d.h. es

gelte 6! = (55- fiir alle kg + 1 <1 < lp. Dann gilt:

ol = [kt 4 gl — ole]
g J
~ ko l l
[l = 167 = o]
6l0 _ (61€0+1 _ 5]60)
oko.

v

vV v

Damit gilt erneut ||]|2 > 2(6%¢)? und wir konnen Abschitzung (*) anwenden.
Gibt es dagegen keinen solchen Index [y, so gilt:

| = @Rt V> ko + 1,
und wir erhalten schlief3lich:
M) 4+ (K — ko) (@Fot)?

%) + (K — ko) (0¥t — gko)?

= d2 > min d2.
ko = 1<k<K k

loll; =

Damit haben wir auch hier gezeigt, daf in jedem Fall ||| > ) £r1161<nk dy, gilt.

Folgerung 3.22 Wird das Minimum 1érllci<nK di, in K angenommen, so gilt:

opt . . 2 2 2
D%IEV =min{D,; : #J = §N} - §dK — 561{

Beweis: Wir setzen Jo = {w; : 65 #0} und J = {i : w; € Jo}. Die Indexmenge J
ist optimal und es gilt #J = 2N und D; = 26%.
O

Als néchstes wollen wir einen analogen Satz zu Satz 3.17 des bindren Falls formu-
lieren.

Satz 3.23 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.21 und es sei K > 3. Dann
gilt fiir jede Anzahl M € N mit 1 < M < %N:

M
opt _ . — — i .
DYy =min{D;:#J =M} = 1§?§an’“’ (3.17)

wobei dy, wie in Lemma 3.21 definiert als d = \/(6%)2 + (K — k)(6F+1 — 6%)2,

Beweis: Sei kg € arg1g1ti<nx dy, fixiert und 0.B.d.A. ko < K. (Sonst ist nach Folge-
rung 3.22 Satz bereits bewiesen.)

Wir suchen nach einer disjunkten Zerlegung des Szenarioraums Q = Jo U J,, wo-
bei Jq wiederum die Menge der zu eliminierenden Szenarios beschreiben soll. Die
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Zerlegung soll so erfolgen, daB gilt: Zu jedem w; € Jqo existiert ein w; € Jo mit
[|wi — @;ll2 = d, . Betrachten wir folgende Mengen:

Jo = {w; 1 0F0 # sFotlighotl £ 0} und  Jg = Q\Jg
Sei w; € Jq beliebig fixiert. Wir definieren dazu ein @; mit der Darstellung of;f =

ko
> 6t und folgender Eigenschaft:

=1
o = 4! Jfalls [ #kound [ # ko +1
A 0 , falls ¥ £0
of = —oko | falls 60 = 0 und §Fot! = —gkot!
sko | falls §¥° = 0 und oot = ghott
ot = 0

Damit ist w; € J; und es gilt nach Konstruktion:

lwi = @illy = Jwi® = D°1* + (K — o) lwi* ™! — &P
= [0F° = 007 + (K — ko) + oot — gfo — gfot?
|67 > + (I — ko)|g*o — gko 12

2
dkg

Die Anzahl der Elemente von Jq lit sich kombinatorisch errechnen:

22 4
=2ZN=_-N
#Ja =33 9

Lemma 3.17 und Satz 3.3 liefern fir J = {i : w; € Jo} die Behauptung.

ko
gko+1
Bild: Schematische Darstellung von Jg,

Die 16/27-Lésung

In Hinblick auf das letzte Kapitel soll obiges Resultat noch erweitert werden. Dazu
formulieren wir folgenden Satz.

Satz 3.24 Es sei ein Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 mit 6* < ... < 65 und
k > 3 gegeben. Fiir einen Index ko € arg1g1€i<nK dy, gelte (1 < ko < K —2):

(1) Der Szenariobaum sei reguldr auf den Ebenen 1 und ko + 1;
(2) 51@0—1—2 _ 5k0+1 Z 51@0—1—1 _ 51@0;
(3) (8%0)2 + (8%0F1)? > df o5
(4) 2(0%)2 > (8%
(5) dk;0+1 <dy, falls kg > 1.
Dann gilt fir jede Zahl M € N mit 0 < M < %N.‘
o 4
DU oy =5 o + M - i, (3.18)

wobei di = \/(6%)2 + (K — k) (6F+1 — 6%)2 wie bisher.
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Beweis: Seien als erstes w; # w; beliebig vorgegeben und @ = w; — w; gesetzt.
Die Voraussetzungen von Lemma 3.21 sind erfiillt. Schauen wir auf den Beweis des
Lemmas. Wir gehen genauso vor wie in diesem Beweis. Es geniigt, sich hier wegen
(5) auf den Fall zu beschriinken, daf} der erste auftretende Index mit |©*| # 0 gerade
ko ist. Der Beweis zeigt zum einen, dafl dann gilt:

loll3 = di,  falls |@F°] = 6% und |@*o| = gkott — ko fiir [ > ko. (3.19)
Zum anderen wurde gezeigt, dafl sonst gilt:

ol > { 4(00)2  falls |ofo] = 25t
2= 2(6k)% | falls [@F0| = 6o und |@!] # dFott — §ko fiir ein [ # ko

Die untere Ungleichung resultierte aus 2 Fillen. Im Fall 1 des Beweises zu Lemma
3.21 1Bt sich aufgrund der Monotonie der Werte 6! < ... < 6% die Abschitzung
wie folgt verschérfen:

2502 + (K — 2)(gko+2 — ghoy?
(Fot1)2 4 (K — 2)(gkot? — ghot1y2 = g2 (nach Vor. (2))

loll; >
>

Im Fall 2 des Beweises zu Lemma 3.21 148t sich die dort vorgenommene Abschitzung
fiir |wkotl| > o+l yerwenden, oder aber |w'| > §* aufgrund der Zusatzvoraus-
setzung (2) zu |w!o| > 6*oF! verbessern. Damit gilt in jedem Fall:

(5190)2 + (6k0+1)2
- (nach Vor. (3)).

@l >
>

Mit Voraussetzung (4) gilt wegen der Regularitéit auf der Ebene ko+1 auch 4(§%0)? >
2(0ko*t1)2 > d7 . Insgesamt haben wir damit bis jetzt gezeigt, daf entweder Be-
ziehung (3.19) oder ||&||2 > diy+1 gilt. Dabei gilt di, < dg,+1 wegen Voraussetzung

(2).
Wir wollen als néchstes dieselbe Menge Jg aus dem Beweis von Satz 3.23 herneh-

men. Es war:
Jo = {w; : (511-90 # 5f°+1;§f°+1 # 0}

Wir setzen zusétzlich:
J& = w080 = gRott £ ;%02 = _sign(sF0)sket2)  und
Jg = {wiore = okt £ 05680t = 0.

Es gilt #Jo = 3N sowie #J& = #J3 = ZN. Offenbar sind alle drei Mengen
paarweise disjunkt. Wir setzen:

Jog = N(JoU JSU J3).

Analog zu Satz 3.23 148t sich fiir jedes w; € Jo ein ©; € Jo mit ||w; — @il|2 = di,
bzw. fiir jedes w; € J&/? ein @; € J5 mit [jw; — @;lla = dyy41 finden.
dko
6k0+1

5k0 +2

Bild: Schematische Darstellung von Jg,



KAPITEL 3. SZENARIOREDUKTION 30

Setzen wir als Indexmenge J = {i : w; € Jo U J4 U JZ} und nutzen die optimale
Neuverteilung von Satz 3.3, so gilt mit dem oben gezeigten:

D;= gdkg + %dkoﬂ-

Es bleibt zu zeigen, dal die Indexmenge J optimal ist. Dazu genfigt es zu zeigen,
daf} die Szenariomenge Jo maximal ist, d.h. fiir eine beliebige Szenariomenge J/,
mit #J¢, > $ N gilt: Es existiert ein w' € J{, mit [jw’ —wl|2 > dy, fiir alle w € Q\J§,.
Wir betrachten sdimtliche Szenariopaare, deren Differenz die Beziehung (3.19) erfiillt.
Das sind genau solche Szenariopaare, deren Verzweigungen sich nur auf der ky-ten
und (ko + 1)-ten Ebene komplementér zueinander um gerade 6% bzw. §*o+! un-
terscheiden. Das folgende Bild veranschaulicht die mogliche Anordnung von je zwei
dieser Szenarios bzgl. eines Knotens.

(1) (2) (3)
ko
sko+1
Bild: Schematische Darstellung aller Szenariopaare aus (3.19)

Es lassen sich im Fall (1) und (3) jeweils maximal 35=(*o+1) uynd im Fall (2) ma-
ximal 2 - 35 —(ko+1) Szenarios auswihlen. Da dies fiir jeden Knoten gilt, kénnen
insgesamt 3k0=1(2. 3K (ko) 4 9. 3K ~(hot1)) — 4. 3K=2 = 2. 3K — LN Sgzenarios
ausgewahlt werden. Damit ist gezeigt, dal Jo wirklich maximal ist und damit auch
D den optimalen Abstand liefert.

Betrachten wir schliefflich eine entsprechende Teilmengen von JS)/ 2
liebige Zahlen M < 24—7N die Behauptung.

, so folgt fiir be-

a

Die Sétze 3.23 und 3.24 gestatten es uns, unter angegebenen Voraussetzungen, bis
hin zu einer Reduktionstiefe von %, eine optimale Reduktionslosung des allgemeinen
Problems (3.3) zu finden. Im Fall von beispielsweise ' = 6 Verzweigungsebenen und
insgesamt N = 729 Szenarios konnen wir anhand der Formeln (3.17) und (3.18)
den optimalen Fortet-Mourier Abstand fiir das optimale Eliminieren von bis zu 432

Szenarios berechnen.

Dariiberhinaus liefern die Sitze eine konstruktive Losung zur Bestimmung des op-
timalen reduzierten Szenariobaums.

In den folgenden numerischen Tests wird auch ein solcher Szenariobaum eine Rolle
spielen, der die Voraussetzungen von Satz 3.23 erfiillt.



Kapitel 4

Numerische Ergebnisse

Ziel in diesem Kapitel ist es, die in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen numerisch
zu testen. Dabei sollen anhand verschiedener Szenariobdume Vergleiche speziell zwi-
schen dem Backward- und Forward-Algorithmus durchgefiihrt werden. Besondere
Aufmerksamkeit liegt dabei natiirlich auf der Giite der jeweiligen Backward- und
Forward-Approximation des reduzierten Szenariobaums in Bezug auf den gegebe-
nen Szenariobaum. Aber auch die Rechenzeit sowie die Verteilung der Szenarios im
reduzierten Baum werden eine Rolle spielen.

Bei den numerischen Tests wird fiir vorgegebene Szenariobdume das Verhalten der
Algorithmen bei der Reduktion untersucht. Dabei wird die Anzahl der Szenarios im
reduzierten Baum variiert.

Zum Vergleich der Giite fiihren wir einen relativen Abstand zwischen dem reduzier-
ten und originalen Szenariobaum ein (analog zu [5], Abschnitt 4).

Es sei D(J,q) = ((P,Q) und Dy = min{D(J;q) : ¢; > 0, >_ ¢; = 1} wie in Kapitel
Jg¢J

3 der Fortet-Mourier Abstand zwischen den Maflen P und @ bzw. der minimale
Fortet-Mourier Abstand bei vorgegebener Indexmenge J C {1,...,N}. Dann sei
mit:

C(P,6,.) =min{Dy : #J = N — 1} (4.1)

der minimale Abstand eines einzigen Szenarios zum gesamten Szenariobaum be-
zeichnet. Dabei sei w;» dasjenige Szenario, bei dem dieser minimale Abstand ange-
nommen wird. d,,. sei das zugehorige Dirac-Ma$f.

Den relativen Abstand definieren wir nun als Quotient:

rel P Q)
CNPQ) = RTINS (4.2)

Um weitere Vergleiche durchfiihren zu konnen, wird zum einen die Formel aus Satz
3.5 zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir den jeweilig berechneten relativen
Abstand herangezogen. Zum anderen werden auch die Formeln aus Abschnitt 3.5
berechnet, die in speziellen Fillen den optimalen, d.h. bestmoglichen relativen Ab-
stand bestimmen.

Die Algorithmen sind in der Programmiersprache C++ implementiert. Die Berech-
nungen erfolgten auf einem Rechner, ausgestattet mit einem AMD-K6 Prozessor
mit 200 MHz.
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4.1 Anwendung auf binire Szenariobidume

Wir wollen hier das Verhalten des Backward- und Forward-Algorithmus am Beispiel
zweier gleichméfBiger bindrer Szenariobdume untersuchen.

Beide Szenariobdume haben 10 Verzweigungsebenen. Also reprasentieren die Baume

insgesamt 1024 verschiedene Szenarios gleicher Wahrscheinlichkeit ﬁ. Bei diesen

Beispielen werden speziell Folgerung 3.14 und Satz 3.17 aus Abschnitt 3.5.1 zur
Anwendung kommen, die uns den optimalen Abstand beim Eliminieren der Hilfte
bzw. eines Viertels der Szenarios liefern.
Beispiel 4.1
Gleichmdfiger bindrer Szenariobaum mit

- K =10 Verzweigungsebenen,

- N = 1024 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (6%, ...,6*°) = (0.5,0.6,0.7,0.9,1.1,1.3,1.6,1.9,2.3,2.7).

10

Abbildung 1: Szenariobaum Beispiel 4.1

Fiir diesen Szenariobaum sind die Voraussetzungen von Lemma 3.16 erfiillt, denn es
gilt offenbar 4! < ... < 610 und es liegt Regularitiit auf der ersten Verzweigungsebene
vor (Bedingung (3.11) erfiillt). Das erméglicht uns, nach Satz 3.17 den optimalen
Abstand bis zu einer Reduktion von 256 Szenarios explizit zu berechnen.

Die Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse des Backward- und Forward-Algorithmus ange-
wandt auf das Beispiel 4.1 bei einer Vielzahl von Reduktionstiefen. Die erste Spalte
der Tabelle gibt dabei die Anzahl der sich nach der Szenarioreduktion noch im re-
duzierten Szenariobaum befindlichen Szenarios an. In den folgenden Spalten sind
die zugehorigen relativen Fortet-Mourier Absténde fiir die Losungen des Backward-
und Forward-Algorithmus aufgefiihrt sowie die dazu benétigten Rechenzeiten.

Desweiteren ist in Tabelle 1 eine untere Schranke fiir die relativen Abstéinde auf-
gefiithrt, die nach Satz 3.5 berechnet wurde. In der letzten Spalte sind die nach
Satz 3.17 bis zu einer Reduktion von 256 Szenarios berechneten optimalen relativen
Absténde zu sehen.

Die Tabelle zeigt, dal beide Algorithmen gute Ergebnisse liefern. Dabei ist der
Backward-Algorithmus, gerade beim Eliminieren nur weniger Szenarios, deutlich
schneller. Das ist nach der Komplexitatsbetrachtung in 3.4.1 auch nicht anders zu
erwarten gewesen.
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Anzahl Backward Forward Untere Optimaler
Szenarios || (7*-Abstand | Zeit || (7°/-Abstand | Zeit || Schranke Wert

1 134.49 % 9s 100.00 % 3s 20.08 % 100.00 %
2 90.73 % 9s 85.05 % 4s 20.04 % *

3 75.56 % 9s 70.35 % 58 20.00 % *

4 73.15 % 9s 66.86 % 58 19.97 % *

5 69.03 % 9s 64.11 % 6s 19.93 % *

6 67.67 % 9s 61.76 % 7s 19.89 % *

7 64.50 % 9s 59.73 % 8s 19.85 % *

8 62.59 % 9s 57.75 % 8s 19.81 % *

9 61.80 % 9s 56.06 % 9s 19.78 % *

10 61.33 % 9s 54.68 % 10 s 19.74 % *

14 55.54 % 9s 50.08 % 13 s 19.59 % *

20 50.10 % 9s 45.76 % 17 s 19.36 % *

30 44.12 % 9s 40.74 % 24 s 18.99 % *

40 41.36 % 9s 37.37 % 32s 18.64 % *

50 37.52 % 9s 34.83 % 39 s 18.30 % *
100 28.36 % 9s 26.56 % 7ls 16.81 % *
150 24.03 % 8s 22.15 % 101 s || 1549 % *
200 19.83 % 8s 18.75 % 128 s || 14.28 % *
250 17.20 % 8s 16.21 % 151 s || 13.20 % *
300 15.02 % 8s 14.01 % 172 s || 12.11 % *
400 11.46 % 7s 10.83 % 205 s || 10.00 % *
500 8.64 % 6s 827 % 229 s 7.90 % *
512 8.34 % 6s 7.99 % 231s 7.64 % *
550 752 % 6s 718 % 238 s 7.04 % *
577 6.93 % 6s 6.62 % 242 s 6.61 % *
578 6.91 % 6s 6.59 % 242 s 6.59 % *
600 6.45 % 6s 6.25 % 245 s 6.25 % *
610 6.24 % 6s 6.09 % 247 s 6.09 % *
620 6.03 % 6s 5.93 % 248 s 5.93 % *
630 5.82 % 6s 577 % 249 s 5.77 % *
638 5.65 % 6s 5.64 % 250 s 5.64 % *
639 5.63 % 6s 5.63 % 250 s 5.63 % *
640 5.61 % 58 5.61 % 250 s 5.61 % *
650 5.45 % 5s 5.45 % 251's 5.45 % *
700 4.66 % 5s 4.66 % 256 s 4.66 % *
750 3.86 % 5s 3.86 % 259 s 3.86 % *
767 3.59 % 58 3.59 % 260 s 3.59 % *
768 3.58 % 4s 3.58 % 260 s 3.58 % 3.58 %
775 348 % 4s 3.48 % 260 s 348 % 3.48 %
800 3.13 % 4s 3.13 % 261 s 3.13 % 3.13 %

Tabelle 1: Szenarioreduktion Beispiel 4.1
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Dennoch ist auch die Rechenzeit des Forward-Algorithmus mit 261 Sekunden, bei
einer Reduktion auf 800 Szenarios, sehr akzeptabel. Das Anwachsen der Rechen-
zeiten, bei zunehmender Zahl von Szenarios im reduzierten Baum, ist nicht einmal
linear.

Bei den berechneten relativen Absténden liefert der Forward-Algorithmus etwas
bessere Ergebnisse. Leider ist die untere Schranke nur bei wenig reduzierten Szena-
riobdumen hilfreich. Die untere Schranke erweist sich in stark reduzierten Biaumen
als zu grobe Abschitzung. So ist klar, dafl bei der Reduktion auf ein einziges Sze-
nario der relative optimale Abstand nach (4.2) exakt 100% sein muf}. Die untere
Schranke berechnet hier aber einen Wert von gerade einmal 20.08%.

Uberraschend mag erscheinen, daf bei der Reduktion von 50% der Szenarios nur
etwa 8% der relativen Genauigkeit verloren geht. Es existiert sogar ein reduzierter
Szenariobaum mit nur rund 1.5% der Szenarios, der noch eine relative Genauig-
keit von rund 50% besitzt. Zu &hnlichen Ergebnissen, was die relative Genauigkeit
betrifft, fiihrten auch die numerischen Tests in [5].
Beispiel 4.2
Gleichmdfiger bindrer Szenariobawm mit

- K =10 Verzweigungsebenen,

- N =1024 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (6%, ...,61°) = (2.0,1.8,1.6,1.5,1.4,1.3,1.3,1.2,1.1,1.0).

10
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Abbildung 2: Szenariobaum Beispiel 4.2

Dieses Beispiel ist so gewihlt, dal Folgerung 3.14 zur Anwendung kommen kann.
Es gilt 610 < 6%, fiir alle 1 < k < K. Damit L8t sich der optimale Abstand nicht
mehr nur bis zu einer Reduktionstiefe von 256, sondern bis zu einer Reduktionstiefe
von immerhin 512 Szenarios berechnen.

Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse der Berechnungen des Backward- und Forward-
Algorithmus in analoger Form zu Beispiel 4.1. Auch hier sind die unteren Schranken
und gegebenenfalls der optimale Abstand aufgefiihrt.

Die Rechenergebnisse bestitigen die Resultate von Beispiel 4.1. Auch hier gibt der
Forward-Algorithmus die etwas besseren Ergebnisse, auf Kosten des hoheren Zeit-
aufwands.

Interessant in diesem speziellen Szenariobaum ist die Beobachtung, daff bei der
Reduktion auf die Halfte der Szenarios sowohl die algorithmisch berechneten Werte
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Anzahl Backward Forward Untere Optimaler
Szenarios || (7*-Abstand | Zeit || (7°/-Abstand | Zeit || Schranke Wert

1 103.04 % 6s 100.00 % 3s 19.83 % 100.00 %
2 76.09 % 6s 76.48 % 4s 19.80 % *

3 65.49 % 6s 60.33 % 58 19.77 % *

4 61.41 % 6s 56.47 % 58 19.74 % *

5 57.48 % 6s 53.65 % 6s 19.72 % *

6 53.44 % 6s 50.83 % 7s 19.69 % *

7 51.35 % 6s 48.53 % 8s 19.66 % *

8 49.22 % 6s 47.06 % 8s 19.63 % *

9 48.03 % 6s 45.66 % 9s 19.61 % *

10 46.35 % 6s 44.38 % 10 s 19.58 % *

15 42.72 % 6s 40.50 % 14 s 19.45 % *

20 39.96 % 6s 37.92 % 17 s 19.32 % *

30 36.20 % 6s 34.40 % 24 s 19.07 % *

40 33.58 % 6s 31.93 % 32s 18.83 % *

50 31.92 % 6s 30.01 % 39 s 18.60 % *
60 30.01 % 6s 28.46 % 45 s 18.37 % *

70 28.71 % 6s 27.17 % 52 18.14 % *
80 27.57 % 6s 25.99 % 59 s 17.90 % *
90 26.56 % 6s 25.00 % 65 s 17.67 % *
100 25.54 % 6s 24.12 % 71s 17.44 % *
150 22.26 % 6s 20.61 % 101s || 16.33 % *
200 19.54 % 6s 18.09 % 128 s || 15.26 % *
250 17.16 % 58 16.04 % 152s || 14.19 % *
300 15.43 % 5s 14.39 % 174 s || 13.20 % *
350 13.63 % 5s 12.96 % 193s || 12.22% *
400 12.00 % 58 11.69 % 209 s || 11.25 % *
446 10.61 % 58 10.59 % 223 s || 10.35 % *
447 10.57 % 58 10.57 % 223 s || 10.33 % *
450 10.50 % 5s 10.50 % 224 s || 10.27 % *
500 9.34 % 5s 9.34 % 236 s 9.29 % *
509 9.13 % 5s 9.13 % 238 s 9.12 % *
510 9.10 % 58 9.10 % 239 s 9.10 % *
511 9.08 % 58 9.08 % 239 s 9.08 % *
512 9.06 % 5s 9.06 % 239 s 9.06 % 9.06 %
550 8.39 % 5s 8.39 % 247 s 8.39 % 8.39 %
600 7.50 % 5s 7.50 % 256 s 7.50 % 7.50 %
650 6.62 % 58 6.62 % 262 s 6.62 % 6.62 %
700 5.73 % 4s 573 % 268 s 5.73 % 5.73 %
750 4.85 % 4s 4.85 % 271s 4.85 % 4.85 %
800 3.96 % 4s 3.96 % 274 s 3.96 % 3.96 %

Tabelle 2: Szenarioreduktion Beispiel 4.2
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fiir den Fortet-Mourier Abstand als auch die Abstinde der unteren Schranke und
des Optimalwertes exakt iibereinstimmen.

4.2 Anwendung auf Szenariobidume mit Verzwei-
gungsgrad 3

Im folgenden soll das Verhalten der beiden Algorithmen am Beispiel zweier gleichm#8i-
ger Szenariobdume mit Verzweigungsgrad 3 untersucht werden. Dazu gehen wir
genauso vor wie bei den bindren Szenariobdumen.

Die jetzt als Beispiel dienenden Szenariobdume haben 6 Verzweigungsebenen und

damit insgesamt 729 verschiedene Szenarios gleicher Wahrscheinlichkeit % Zur

Anwendung werden nun die Ergebnisse der Theorie in Abschnitt 3.5.2 kommen.

Zunichst wird ein Szenariobaum betrachtet, der die Voraussetzungen der Sétze 3.23
und 3.24 erfiillt, die zu Satz 3.17 im bindren Fall analogen Resultate. Danach wird
im Beispiel 4.4 die Szenarioreduktion auf einen speziellen Szenariobaum angewandt,
der die Voraussetzung von Folgerung 3.19 erfiillt.

Beispiel 4.3
Gleichmdfiger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3
- K = 6 Verzweigungsebenen,
- N =729 Szenarios,
- Verzweigungszahlen: (6*,...,65%) = (0.7,0.9,1.2,1.5,2.6,3.3).

10F T

10 By I I 1 1 1 I

Abbildung 3: Szenariobaum Beispiel 4.3

Fiir diesen Szenariobaum sind zum einen die Voraussetzungen von Lemma 3.21
erfiillt, insbesondere gilt ' < ... < §% und Regularitiit auf der ersten Verzweigungs-
ebene. Damit 148t sich Satz 3.23 anwenden.

Desweiteren gilt d; = min{dr : 1 < k < K} und es sind fiir den Index ky = 1
sdmtliche Voraussetzungen (1) bis (5) aus Satz 3.24 erfiillt.

Damit lassen sich Resultate der Sétze 3.23 und 3.24 anwenden. Das ermoglicht uns,
den optimalen Abstand nach den dort hergeleiteten Formeln (3.17) und (3.18) bis
zu einer Reduktion von 432 Szenarios explizit zu berechnen.
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Anzahl Backward Forward Untere Optimaler
Szenarios || (7*-Abstand | Zeit || (7°/-Abstand | Zeit || Schranke Wert

1 118.87 % 3s 100.00 % 1s 21.23 % 100.00 %
2 80.33 % 3s 83.54 % 28 21.18 % *
3 77.89 % 3s 67.08 % 28 21.13 % *
4 73.76 % 3s 63.60 % 28 21.09 % *
5 70.85 % 3s 60.13 % 3s 21.04 % *
6 62.63 % 3s 57.62 % 3s 20.99 % *
7 59.17 % 3s 55.11 % 3s 20.94 % *
8 54.96 % 3s 53.00 % 4s 20.90 % *
9 52.88 % 3s 50.88 % 4s 20.85 % *
10 51.44 % 3s 49.79 % 58 20.80 % *
15 45.41 % 3s 45.03 % 6s 20.56 % *
20 42.02 % 3s 41.30 % 8s 20.33 % *
30 36.81 % 3s 35.97 % 12s || 19.88 % *
31 36.35 % 3s 35.53 % 12s || 19.83 % *
40 33.06 % 3s 32.34 % 15s || 19.45 % *
50 30.14 % 3s 29.86 % 19s || 19.06 % *
60 28.28 % 3s 28.10 % 225 || 18.67 % *
63 27.75 % 3s 27.60 % 23s || 18.55 % *
70 26.91 % 3s 26.48 % 25s || 18.28 % *
80 25.45 % 3s 24.94 % 28 s || 17.89 % *
90 24.18 % 3s 23.66 % 31s | 17.52 % *
100 23.33 % 3s 22.56 % 34s | 17.16 % *
110 22.24 % 3s 21.48 % 37s | 16.80 % *
120 21.28 % 3s 20.51 % 39 s 16.43 % *
127 20.79 % 3s 19.91 % 41 s 16.18 % *
130 20.49 % 3s 19.68 % 425 || 16.07 % *
140 19.63 % 3s 18.99 % 45s || 15.71 % *
150 18.91 % 3s 18.35 % 47 s || 15.35 % *
200 15.95 % 3s 15.33 % 58 s || 13.60 % *
250 13.32 % 3s 12.95 % 67s | 12.11 % *
296 11.19 % 28 10.93 % 4s || 10.73 % *
297 11.14 % 28 10.88 % 75s || 10.70 % 10.70 %
300 11.01 % 28 10.77 % 75s || 10.61 % 10.61 %
317 10.31 % 2s 10.11 % 77 s 10.10 % 10.10 %
318 10.27 % 28 10.07 % 77s || 10.07 % 10.07 %
349 9.15 % 28 9.14 % 81 s 9.14 % 9.14 %
350 9.11 % 28 9.11 % 81s 9.11 % 9.11 %
400 7.61 % 28 7.61 % 86 s 7.61 % 7.61 %
500 5.27 % 28 5.27 % 91s 527 % 527 %
600 2.97 % 28 2.97 % 93 s 297 % 297 %

Tabelle 3: Szenarioreduktion Beispiel 4.3
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Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse des Backward- und Forward-Algorithmus, angewandt
auf das Beispiel 4.3, wiederum bei einer Vielzahl von Reduktionstiefen. Die untere
Schranke ist wie gehabt nach Satz 3.5 berechnet worden.

Auch hier bestitigen sich die bisher gesammelten Ergebnisse. Der Forward-Algorithmus
liefert die besseren Fortet-Mourier Absténde des reduzierten Szenariobaums. Er be-
rechnet bei einer Reduktion von 411 Szenarios von urspriinglich 729 auf 318 Szena-
rios immer noch den optimalen Abstand, wie Tabelle 3 zeigt.

Selbst die Rechenzeit des Forward-Algorithmus liegt auch bei geringeren Reduktio-
nen klar unter 2 Minuten. Bei nur wenigen Szenarios im reduzierten Baum liegt die
Rechenzeit, wie beim Backward-Algorithmus, bei nur wenigen Sekunden.

Ahnlich wie im bin#ren Fall besitzen selbst wenige Szenarios noch eine hohe relative
Genauigkeit. So hat die im Forward-Algorithmus erzeugte Szenariomenge mit 10
Szenarios eine relative Genauigkeit von rund 50%.

Beispiel 4.4
Gleichmdfiger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3
- K = 6 Verzweigungsebenen,
- N =729 Szenarios,
- Verzweigungszahlen: (8%, ...,65) = (2.5,2.1,1.7,1.4,1.2,1.2).

Abbildung 4: Szenariobaum Beispiel 4.4

Dieses Beispiel ist so konstruiert, dafl die Voraussetzungen von Folgerung 3.19 erfiillt
sind. Damit 148t sich der optimale Abstand bei der Szenarioreduktion bis zu einer
Reduktion von 567 Szenarios explizit berechnen.

Tabelle 4 zeigt die numerischen Ergebnisse verschiedener Reduktionen fiir dieses
Beispiel.

Auffillig und vielleicht iiberraschend ist hier, daf in einigen Fillen der Backward-
Algorithmus die bessere Ergebnisse erzielt. So liefert der Backward-Algorithmus, im
Bereich der Reduktion auf 148 bis 247 Szenarios, die besseren relativen Abstéinde.

Ansonsten treffen die Aussagen der bisherigen Untersuchungen auch auf dieses Bei-
spiel zu. Beispiel 4.4 macht aber eines deutlich: Auch der Backward-Algorithmus
kann in gewissen Situationen die besseren Resultate liefern. Hinzu kommt die kon-
stant gute Geschwindigkeit dieses Algorithmus.
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Anzahl Backward Forward Untere Optimaler
Szenarios || (7*-Abstand | Zeit || (7°/-Abstand | Zeit || Schranke Wert

1 121.95 % 28 100.00 % 1s 18.93 % 100.00 %
2 78.10 % 28 78.32 % 28 18.90 % *
3 63.08 % 28 56.64 % 28 18.86 % *
4 56.13 % 28 53.53 % 28 18.83 % *
5 52.85 % 28 50.43 % 3s 18.79 % *
6 49.75 % 28 47.43 % 3s 18.75 % *
7 47.33 % 28 44.43 % 3s 18.72 % *
8 45.31 % 28 42.88 % 4s 18.68 % *
9 44.33 % 28 41.32 % 4s 18.65 % *
10 43.43 % 28 40.26 % 4s 18.61 % *
15 39.06 % 28 36.00 % 6s 18.43 % *
20 35.12 % 28 33.28 % 8s 18.25 % *
31 30.65 % 28 28.92 % 12s || 17.88 % *
40 28.36 % 28 26.75 % 15s || 17.61 % *
50 26.72 % 28 24.92 % 18s || 17.31 % *
63 24.72 % 28 22.97 % 235 || 16.92 % *
80 22.27 % 28 20.80 % 28 s || 16.41 % *
100 20.29 % 28 19.01 % 34s | 15.90 % *
127 17.94 % 2s 17.26 % 41 s 15.22 % *
147 16.17 % 2s 16.16 % 47 s 14.71 % *
148 16.07 % 28 16.12 % 47 s || 14.69 % *
150 15.91 % 28 16.04 % 47 s || 14.64 % *
160 15.04 % 28 15.62 % 508 || 14.38 % *
161 14.97 % 28 15.58 % 50s || 14.36 % *
162 14.89 % 28 15.54 % 50s || 14.33 % 14.33 %
180 14.18 % 28 14.80 % 545 | 13.88 % 13.88 %
190 13.88 % 28 14.39 % 57s || 13.62 % 13.62 %
200 13.58 % 28 13.97 % 59s || 13.37 % 13.37 %
210 13.28 % 2s 13.56 % 61 s 13.12 % 13.12 %
220 12.98 % 2s 13.15 % 63 s 12.87 % 12.87 %
230 12.68 % 2s 12.75 % 65 s 12.61 % 12.61 %
240 12.37 % 28 12.40 % 67 s | 12.36 % 12.36 %
241 12.34 % 2s 12.37 % 67 s 12.34 % 12.34 %
247 12.18 % 2s 12.19 % 68 s 12.18 % 12.18 %
248 12.16 % 2s 12.16 % 68 s 12.16 % 12.16 %
250 12.11 % 2s 12.11 % 69 s 12.11 % 12.11 %
300 10.84 % 28 10.84 % 76s || 10.84 % 10.84 %
400 8.32 % 28 8.32 % 88 s 832 % 8.32 %
500 5.79 % 28 5.79 % 94 s 5.79 % 5.79 %
600 3.26 % 28 3.26 % 96 s 3.26 % 3.26 %

Tabelle 4: Szenarioreduktion Beispiel 4.4
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4.3 Der elektrische Last-Szenariobaum

Nachdem die Algorithmen an den 4 Beispielen umfangreich numerisch getestet wur-
den, soll nun schliefllich ein realer Last-Szenariobaum betrachtet werden, der Teil
des Modells zur Optimierung der Stromerzeugung eines hydro-thermischen Kraft-
werksparks fiir eine Woche ist. Dieser Baum ist der Arbeit [5] entnommen.

Konstruiert wurde dieser Last-Szenariobaum unter Ausnutzung der Erwartungs-
werte und der Standard-Abweichungen einer groflen Zahl von Last-Szenarios, die
mit Zeitreihenmodellen generiert wurden.

Es handelt sich wie im Beispiel 4.3 um einen gleichm&figen Szenariobaum mit Ver-
zweigungsgrad 3, K = 6 Verzweigungsebenen und N = 729 Szenarios. Der Unter-
schied zum Beispiel 4.3 liegt allerdings darin, daf} jedes einzelne Szenario nicht mehr
einem Vektor des RS , sondern nun einem Element des IR'®® entspricht. Das liegt an
der zusétzlichen Diskretisierung des zugrundeliegenden Zeitintervalls in 24 Stunden
pro Tag.

Die ersten 24 Komponenten aller Szenarios des Last-Szenariobaums sind dabei
gleich Null. Die folgende Abbildung zeigt den generierten Last-Szenariobaum.

1000 F T

500

-500

-1000 ¢, I I L I I I
24 48 72 96 120 144 168

Abbildung 5: Last-Szenariobaum fiir eine Woche

Bei der Reduktion dieses Baums ist zu beachten, dafl die Normabstinde zwischen
den einzelnen Szenarios nun auch mit der (euklidischen) Norm im R'%® und nicht im
RS wie bisher berechnet werden miissen. Das bedeutet, daf die Resultate von Satz
3.23 und 3.24, im Gegensatz zu Beispiel 4.3, hier nicht zur Anwendung kommen
konnen. Aber die untere Schranke von Satz 3.5 kann auch hier genutzt werden.

Tabelle 5 zeigt die Ergebnisse des Backward- und Forward-Algorithmus bei der
Szenarioreduktion des Last-Szenariobaums.

Auch im Fall des realen Last-Szenariobaums bestéitigen sich die bisher gesammel-
ten Erfahrungen. Hier ist es wieder so, dal der Forward-Algorithmus die besseren
Absténde liefert. So ist anhand der unteren Schranke fiir den Optimalwert zu sehen,
daf3 der Forward-Algorithmus bei einer Reduktion auf 325 Szenarios im reduzier-
ten Baum noch exakt das Optimum berechnet, wihrend der Backward-Algorithmus
bereits leicht von diesem Wert abweicht.

Insgesamt stimmen die algorithmisch berechneten Fortet-Mourier Abstéinde bei der
Forward-Reduktion beinahe exakt mit denen der Berechnungen aus [5] iiberein.
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Anzahl Backward Forward Untere Optimaler
Szenarios || (7*-Abstand | Zeit || (7°/-Abstand | Zeit || Schranke Wert
1 100.00 % 4s 100.00 % 28 23.07 % 100.00 %
2 85.33 % 4s 81.86 % 28 23.02 % *
3 70.66 % 4s 63.73 % 3s 22.97 % *
4 66.38 % 4s 60.80 % 3s 22.92 % *
5 62.37 % 4s 57.87 % 3s 22.88 % *
6 58.33 % 4s 55.54 % 4s 22.83 % *
7 54.88 % 4s 53.22 % 4s 22.78 % *
8 53.11 % 4s 51.16 % 58 22.73 % *
9 51.22 % 4s 49.11 % 58 22.68 % *
10 49.50 % 4s 48.14 % 58 22.63 % *
15 45.78 % 4s 43.98 % 7s 22.39 % *
20 42.83 % 4s 40.84 % 9s 22.15 % *
31 37.89 % 4s 36.52 % 13s || 21.62% *
40 34.97 % 4s 33.97 % 16 s || 21.20 % *
50 32.26 % 4s 31.81 % 19s || 20.73 % *
60 30.35 % 4s 29.98 % 235 || 20.27 % *
63 29.84 % 4s 29.48 % 245 || 20.13 % *
70 28.78 % 4s 28.38 % 26s || 19.83 % *
80 27.27 % 4s 26.97 % 29s || 19.41 % *
90 25.98 % 4s 25.71 % 32s | 19.02 % *
100 24.81 % 4s 24.50 % 35s | 18.64 % *
127 22.37 % 4s 21.63 % 42 s 17.59 % *
150 20.44 % 4s 19.86 % 48 s || 16.70 % *
175 19.02 % 4s 18.26 % 545 || 15.74 % *
200 17.43 % 4s 16.78 % 59 s || 14.85 % *
225 15.99 % 4s 15.43 % 64s || 14.08 % *
250 14.69 % 4s 14.15 % 69s | 13.30 % *
255 14.43 % 4s 13.91 % 69s | 13.14 % *
275 13.55 % 4s 13.03 % 72s || 1252 % *
300 12.26 % 3s 11.94 % s || 11.74 % *
324 11.20 % 3s 11.01 % 79 s 11.00 % *
325 11.17 % 3s 10.97 % 79s || 1097 % *
350 10.20 % 3s 10.19 % 82s || 10.19 % *
351 10.16 % 3s 10.16 % 82s | 10.16 % *
375 9.41 % 3s 941 % 85 s 9.41 % *
400 8.64 % 3s 8.64 % 87 s 8.64 % *
450 7.30 % 3s 7.30 % 90 s 7.30 % *
500 6.00 % 3s 6.00 % 92 s 6.00 % *
550 4.69 % 3s 4.69 % 94 s 4.69 % *
600 3.38 % 3s 3.38 % 95 s 3.38% *

Tabelle 5: Szenarioreduktion des Last-Szenariobaums
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Bei der Backward-Reduktion gibt es kleine Unterschiede, die aber damit zu erkléren
sind, dafl wie schon im Beispiel zu Abschnitt 3.2 gezeigt, die vorgenommene Wahl
der Indizes [; im k-ten Schritt einen nicht unerheblichen Einflufl auf die Approxi-
mation hat.

Der entscheidende Unterschied und zugleich grofie Vorteil des hier verwendeten
Forward-Schemas liegt offensichtlich in der Geschwindigkeit. Wéhrend die in [5]
verwendete Implementation des Forward-Algorithmus, fiir eine Reduktion auf 600
Szenarios noch 8149 Sekunden Rechenzeit benotigte, absolviert die Implementation
des Forward-Schemas dieselbe Anforderung in nur 95 Sekunden.

Die Rechenzeit zur Ermittlung des reduzierten Szenariobaums durch das Forward-
Schema, wéchst nicht einmal linear. Bisher war hier noch ein sehr starker Anstieg
der Rechenzeit zu beobachten.

4.3.1 Verteilung der Szenarios nach der Reduktion des Last-
Szenariobaums

Als letztes wollen wir uns ansehen, wie die Verteilung der Szenarios im reduzierten
Szenariobaum nach der Backward- und Forward-Reduktion aussieht. Dazu betrach-
ten wir eine Reduktion des Last-Szenariobaums auf 15 Szenarios.

Abbildung 6 zeigt den durch den Backward-Algorithmus ermittelten reduzierten
Szenariobaum. Dabei sind solche Szenarios stéirker hervorgehoben, die nach der An-
wendung der optimalen Neuverteilungsregel von Satz 3.3 auch hohere Wahrschein-
lichkeitsgewichte erhalten haben als andere. Breitere Linien spiegeln also hohere
Wahrscheinlichkeit wider.
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Abbildung 6: Backward-Reduktion auf 15 Szenarios im Last-Szenariobaum

In der Abbildung ist zu erkennen, daf die urspriingliche Symmetrie des Szenario-
baums verloren geht. Hier wird der Nachteil des Backward-Algorithmus deutlich.
Wenn sich im Laufe des schrittweisen Eliminierens von Szenarios der Backward-
Algorithmus in einem Schritt ungiinstig entscheidet, kann das in den folgenden
Schritten nicht mehr korrigiert werden.

Dennoch, die Szenarios gruppieren sich im reduzierten Szenariobaum erwartungs-
gemif um das mittlere Szenario gerade dort, wo auch die Dichte der Szenarios
im originalen Szenariobaum am grofiten ist; wenngleich das gesamte Bild nicht so
harmonisch erscheint.
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Schauen wir uns nun zum Vergleich das Ergebnis des Forward-Algorithmus an. Ab-
bildung 7 zeigt den reduzierten Szenariobaum, der durch den Forward-Algorithmus
bestimmt wurde. Der Baum umfafit ebenfalls noch 15 Szenarios.
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Abbildung 7: Forward-Reduktion auf 15 Szenarios im Last-Szenariobaum

Die Abbildung zeigt ein sehr erstaunliches Ergebnis. Die Symmetrie des Szenario-
baums wird offenbar vollstandig erhalten. Entsprechend der Dichte der Szenarios
im originalen Szenariobaum, sind auch die Szenarios des reduzierten Baums, mit
zum Rand hin abklingenden Wahrscheinlichkeiten gruppiert.

Hier zeigt sich der entscheidende Vorteil des Forward-Algorithmus, der bei der
Losung in jedem einzelnen Schritt die bis dahin bereits bestimmte Szenariomen-
ge optimal um ein weiteres Szenario ergidnzt. Dabei wird die neue Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsgewichte erst im allerletzten Schritt vorgenommen.

Ein beziiglich der Anordnung der Szenarios im reduzierten Szenariobaum symme-
trisches Bild kann natiirlich nur in jedem zweiten Schritt des Forward-Algorithmus
erreicht werden. Fiir Szenariobdume mit Verzweigungsgrad 3 sind das die ungeraden
Szenariomengen.

Hinsichtlich der Giite des Fortet-Mourier Abstands sollte dabei besonders gut die
Reduktion auf 2% — 1, also auf 1,3,7,15... Szenarios sein. Das liegt daran, daf der
Algorithmus in jedem Schritt ein solches Szenario bestimmt, welches in gewisser
Weise, optimal zwischen zwei benachbarten Szenarios der bis dahin ermittelten
Szenariomenge liegt. Anschaulich gesprochen, werden bei der Forward-Reduktion
schrittweise ,, Intervalle* halbiert, was ausgehend vom optimalen Einzelszenario, ge-
rade zu obigen Reduktionszahlen fiihrt.
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Thesen

e Die optimale Reduktion von generierten Szenariobdumen in der stochastischen
Optimierung ist von grofler Bedeutung.

e Speziell in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung kommen bei der mathema-
tischen Modellierung durch mehrstufige Kompensationsmodelle grofle Last-
Szenariobdume zur Anwendung.

o Selbst stark reduzierte Szenariobdume konnen bei geeigneter Wahl der Szena-
rios noch im hohen Mafle die Information des originalen Baums widerspiegeln.

e Bei der Szenarioreduktion werden Wahrscheinlichkeitsmetriken zur Bestim-
mung der Giite von Approximationen eingesetzt. Eine kanonische Wahrschein-
lichkeitsmetrik ist die Fortet-Mourier Metrik.

e Die Reduktion von Szenariobdumen stellt ein komplexes kombinatorisches Op-
timierungsproblem dar, dessen algorithmische Losung vermutlich die Komple-
xitdt von NP-schweren Problemen besitzt.

o Es existieren effiziente Approximationsalgorithmen, der Backward-Algorithmus
und der Forward-Algorithmus.

e Der Forward-Algorithmus, insbesondere das Forward-Schema, ist fiir die Sze-
narioreduktion in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung sehr gut geeignet.
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