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Vorwort

In vielen Anwendungsbereihen der stohastishen Optimierung, wie zum Beispiel

in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung, sind Szenariob

�

aume Teil des Optimierungs-

modells. Dabei werden bei der Verwendung mehrstu�ger Kompensationsmodelle

Szenariob

�

aume mit einer sehr gro�en Anzahl von Szenarios generiert.

Dabei w

�

ahst die Bedeutung eÆzienter Szenario-Reduktionsalgorithmen, die die

Anzahl der Szenarios im Szenariobaum bez

�

uglih einer Wahrsheinlihkeitsmetrik

optimal verringern.

In dieser Arbeit werden vershieden Reduktionskonzepte hinsihtlih ihrer EÆ-

zienz und G

�

ute untersuht. Dar

�

uberhinaus wird eine weiterentwikelte Version des

Forward-Algorithmus vorgestellt. In umfangreihen numerishen Tests werden Ver-

gleihe zwishen den Verfahren durhgef

�

uhrt.

Ein besonderer Dank gilt dabei Herrn Prof. W. R

�

omish f

�

ur die Unterst

�

utzung

meiner Arbeit und f

�

ur seine zahlreihen Anregungen.
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Kapitel 1

Einleitung

In der stohastishen Optimierung untersheiden sih die Optimierungsmodelle von

den deterministishen Modellen durh den zus

�

atzlihen Einu� von Zufallsgr

�

o�en.

Gegenw

�

artig kommen zur L

�

osung solher stohastishen Optimierungsprobleme zwei-

oder mehrstu�ge Kompensationsmodelle zur Anwendung ([1℄,[4℄ und [9℄).

Die Beshreibung des Zufalls gestaltet sih dabei zuweilen als

�

au�erst kompliziert,

da man oft keine genaue Kenntnis

�

uber die tats

�

ahlihe Verteilung der Zufallsgr

�

o�e

hat.

In der Regel gen

�

ugen diskrete Approximationen der Zufallsgr

�

o�e, in die statistishe

Vorhersagen

�

uber Erwartungswert und Varianz einie�en. Auh wenn eine stetige

Verteilung der beteiligten Zufallsvariablen bekannt sein sollte, kann um die numeri-

she L

�

osbarkeit des Problems zu garantieren, eine endlihe diskrete Approximation

der Zufallsgr

�

o�en n

�

otig sein.

Mehrstu�ge stohastishe Optimierungsmodelle dieser Art sind h

�

au�g durh eine

ganz besondere Informationsstruktur gekennzeihnet. Die Approximation f

�

uhrt zu

einem Szenariobaum, der die mit fortshreitender Zeit zunehmende Unsiherheit

�

uber die Realisierungen der Zufallsvariablen widerspiegelt. Es existieren vershiede-

ne Ans

�

atze zur Generierung solher Szenariob

�

aume. Ein

�

Uberblik

�

uber die derzeit

verwendeten Methoden zur Szenariogenerierung ist zum Beispiel in Dupa�ov�a [6℄

enthalten.

Ein bedeutender Anwendungsbereih liegt in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung,

bei der generierte Lastszenariob

�

aume Teil des Optimierungsmodells sind. Dabei

werden zur L

�

osung der Optimierungsaufgaben zun

�

ahst eine Vielzahl m

�

ogliher

Szenarios erzeugt. Die Modellanpassung an die vorliegenden Lastdatenreihen

�

uber

ein diskretisiertes Zeitintervall erfolgt mit klassishen Methoden der Zeitreihenana-

lyse ([2℄). Aufgrund des besonderen zyklishen Verhaltens der Lastdaten, werden in

erster Linie SARIMA-Modelle genutzt, die zur Beshreibung nihtstation

�

arer Pro-

zesse mit polynomialen Trends und periodishen Komponenten geeignet sind.

Die so generierten Szenariob

�

aume sind Ausgangspunkt deterministisher Optimie-

rungsmethoden. Da die Zahl der generierten Szenarios f

�

ur gute Optimierungser-

gebnisse im allgemeinen sehr hoh sein mu�, wird die Durhf

�

uhrung der Optimie-

rungsverfahren sehr aufwendig oder gar aus Gr

�

unden zu hoher Rehenkomplexit

�

at

unm

�

oglih.

Daher w

�

ahst die Bedeutung eÆzienter Szenario-Reduktionsalgorithmen, um die

Dimensionen der Optimierungsprobleme entsheidend zu verringern. F

�

ur einen ge-

gebenen Szenariobaum besteht die Aufgabe darin, eine Teilmenge von Szenarios mit

vorgeshriebener Anzahl derart zu bestimmen, da� diese Teilmenge m

�

oglihst gut
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den gesamten Szenariobaum approximiert.

Um die G

�

ute solher Approximationen beurteilen zu k

�

onnen, bedarf es Wahrshein-

lihkeitsmetriken, die einen Abstand zwishen Wahrsheinlihkeitsma�en de�nieren.

Eine kanonishe Metrik dieser Art ist die Fortet-Mourier Metrik.

In den folgenden Kapiteln soll ein

�

Uberblik

�

uber vershiedene approximative Re-

duktionskonzepte gegeben werden und diese hinsihtlih ihrer EÆzienz und G

�

ute

an Beispielen untersuht werden. Grundlage f

�

ur die theoretishen Entwiklungen,

aber auh f

�

ur die numerishen Tests ist hier die Arbeit von Dupa�ov�a, Gr

�

owe-Kuska

und R

�

omish [5℄. Dort wurden bereits zwei Reduktionsalgorithmen vorgestellt, der

Bakward- und Forward-Algorithmus.

In dieser Arbeit wird neben umfangreihen numerishen Tests und Vergleihen zwi-

shen den Verfahren im letzten Kapitel, in Kapitel 3 eine Weiterentwiklung des

Forward-Algorithmus pr

�

asentiert, die deutlihe Vorteile in der Rehenzeit gegen

�

uber

der bisherigen Form des Algorithmus aufweist. Desweiteren werden in Kapitel 3 ei-

ne Reihe von Hilfsmittel hergeleitet, die f

�

ur speziell konstruierte Szenariob

�

aume

Aussagen zur G

�

ute der verwendeten Reduktionsalgorithmen tre�en k

�

onnen.



Kapitel 2

Wahrsheinlihkeits-

Metriken

H

�

au�g wird die Aufgabe nah einer guten Approximation eines beliebigen Ma�es

P 2 P(
) durh ein Ma� Q 2 P(
) gestellt, 
 sei dabei eine abgeshlossene Teil-

menge des R

s

und P(
) die Menge aller Ma�e auf der Sigma-Algebra (
;B) und B

die Borel-Mengen

�

uber 
. Eine m

�

oglihe Situation w

�

are gegeben, falls ein unendli-

hes Ma� P durh ein diskretes Ma� Q mit endlihem Tr

�

ager approximiert werden

soll. Auh wenn das Ma� P selbst diskret ist, aber eine sehr gro�e Zahl von Atomen

besitzt, kann die Suhe nah einer N

�

aherung durh ein Ma� Q mit einer sehr viel

kleineren Anzahl von Atomen (Szenarios) bedeutungsvoll sein.

Um solhen Fragen nahzugehen, ben

�

otigt man Wahrsheinlihkeitsmetriken, die

den Abstandsbegri� f

�

ur Wahrsheinlihkeitsma�e de�nieren. Im folgenden soll es

um spezielle Wahrsheinlihkeitsmetriken gehen.

2.1 Fortet-Mourier Metrik

Als kanonishe Wahrsheinlihkeitsmetriken, auh in Hinblik auf Stabilit

�

at, sind

die Wahrsheinlihkeitsmetriken mit �-Struktur (vgl. [11℄ und [15℄). Der Abstand

zweier Ma�e P und Q wird bestimmt durh:

d

F

(P;Q) = sup

f2F

jE

P

f(!)�E

Q

f(!)j

= sup

f2F

j

Z




f(!)P (d!)�

Z




f(!)Q(d!)j: (2.1)

F ist dabei eine geeignete Menge messbarer Funktionen von 
 nah R sowie P

und Q aus P(
). Bei konvexen stohastishen Problemen hat die Menge F



eine

besondere Bedeutung, de�niert durh:

F



= ff : 
! R : f(!)� f(~!) � (!; ~!) f

�

ur alle !; ~! 2 
g

mit einer stetigen und symmetrishen Funktion  : 
�
! R

+

mit der Eigenshaft

(!; ~!) = 0, falls ! = ~!. In diesem Fall wird die zugeh

�

orige Wahrsheinlihkeitsme-

trik auh mit

�



(P;Q) := d

F



(P;Q) (2.2)

bezeihnet. Zur speziellen Wahl von  und zu Fragen der Stabilit

�

at sei hier auf [5℄,

Abshnitt 2 verwiesen.
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Besitzt die Funktion  die Gestalt



h

(!; ~!) = k! � ~!kmaxf1; h(k!� !

0

k); h(k~! � !

0

k)g (2.3)

f

�

ur alle !; ~! 2 
, !

0

2 R

s

�xiert und h : R

+

! R

+

eine stetige monoton wahsende

Funktion, so wird die entsprehende Metrik

�



h

(P;Q) := d

F



h

(P;Q)

im allgemeinen Fortet-Mourier Metrik genannt [11℄.

Ist das Ma� P diskret und durh eine endlihe Zahl von Atomen gegeben und

soll dieses beispielsweise durh ein Ma� Q mit einer weitaus geringeren Zahl von

Atomen approximiert werden, so stellt in dem Fall der Abstand �



(P;Q) den Op-

timalwert eines endlih-dimensionalen linearen dualen Transportproblems dar. F

�

ur

P =

N

P

i=1

p

i

Æ

!

i

und Q =

M

P

j=1

q

j

Æ

~!

j

gilt demnah:

�



(P;Q) = maxf

N

X

i=1

p

i

u

i

+

M

X

j=1

q

j

v

j

: u

i

+ v

j

� (!

i

; ~!

j

);8i; jg: (2.4)

Æ

w

2 P(
) bezeihnet hierbei das Dira-Ma�.

Einen weiteren Abstand zwishenMa�en de�niert dasKantorovih-Rubinstein Funk-

tional (vgl. [13℄):

�



(P;Q) := inff

Z


�


(!; ~!)�(d(!; ~!)) : � ist endlihes Borel-Ma� auf B(
� 
);

�(B � 
)� �(
�

~

B) = P (B)�Q(

~

B) f

�

ur alle B;

~

B 2 Bg: (2.5)

Es sei als n

�

ahstes ein grundlegender Satz zitiert, der einen Zusammenhang zwishen

der Fortet-Mourier Metrik und dem Kantorovih-Rubinstein Funktional herstellt.

Dieser Satz ist [5℄ und [11℄ entnommen.

Satz 2.1 Sei 
 eine abgeshlossene Teilmenge von R

s

und  : 
 � 
 ! R

+

eine

stetige messbare Abbildung mit folgenden Eigenshaften:

(C1) (!; ~!) = 0 falls ! = ~!;

(C2) (!; ~!) = (~!; !) f

�

ur alle !; ~! 2 
;

(C3) supf(!; ~!) : !; ~! 2 B; k! � ~!k � Æg ! 0 f

�

ur Æ ! 0 und B � 
 beshr

�

ankt;

(C4) es existiert eine messbare Abbildung � : 
 ! R

+

, die beshr

�

ankte Mengen

auf beshr

�

ankte Mengen abbildet und die Eigenshaft (!; ~!) � �(!)+�(~!) f

�

ur alle

!; ~! 2 
 erf

�

ullt.

Dann gilt:

�



(P;Q) = �



(P;Q)

f

�

ur beliebige Ma�e P;Q 2 P



(
) = fQ 2 P(
) :

R




�(!)Q(d!) <1g.

Im Fall da� 
 kompakt ist, gen

�

ugt die Stetigkeit von , um die Bedingungen (C3)

und (C4) zu erf

�

ullen. Ein wihtiges Beispiel f

�

ur ein , welhes alle Bedingungen

(C1)-(C4) erf

�

ullt, ist die Abbildung 

h

in der Form von (2.3). Klar ist, da� die-

ses 

h

den Bedingungen (C1)-(C3) gen

�

ugt. (C4) wird erf

�

ullt mit der Abbildung

�

h

(!) := k! � !

0

kmaxf1; h(k! � !

0

kg.
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2.2 Approximation vonWahrsheinlihkeitsma�en

Der Wahrsheinlihkeits-Abstand �



(P;Q) zweier Ma�e P 2 P(
) und Q 2 P(
)

wird hier die Grundlage f

�

ur die Approximation eines gegebenen Wahrsheinlih-

keitsma�es P durh Q sein.

Im wesentlihen k

�

onnen zwei F

�

alle untershieden werden:

1. Optimale Szenario-Generierung

F

�

ur ein spezielles Ma� P 2 P(
) ist ein diskretes Ma� Q

�

2 P(
) mit M Szenarios

in 
 zu �nden, so da� gilt:

�



(P;Q

�

) = minf�



(P;

M

X

j=1

q

j

Æ

!

j

) :

M

X

j=1

q

j

= 1; q

j

� 0; !

j

2 
; j = 1; :::;Mg (2.6)

Die Grundidee f

�

ur die Reduktion einer gegebenen diskreten Approximation Q

�

von

P sieht wie folgt aus:

2. Optimale Szenario-Reduktion

Man bestimme eine Indexmenge J

�

� f1; :::;Mg mit fester Anzahl #J

�

= k und

ein Wahrsheinlihkeitsma� Q

�

=

P

j 62J

�

q

�

j

Æ

!

j

, so da�:

�



(P;Q

�

) = minf�



(P;

X

j 62J

�

q

j

Æ

!

j

) : J � f1; :::;Mg

X

j 62J

q

j

= 1; q

j

� 0g (2.7)

Im allgemeinen ist es sehr shwer, solhe Ma�e Q

�

zu �nden. Das Problem (2.7)

beshreibt ein niht-konvexes Optimierungsproblem, welhes niht di�erenzierbar

und in den praktishen Anwendungsf

�

allen von sehr gro�er Dimension ist. Eine ge-

nerelle algorithmishe L

�

osung ersheint aussihtslos. F

�

ur Spezialf

�

alle wird in [10℄

ein L

�

osungsversuh unternommen.

Kann vorausgesetzt werden, da� das Ma� P diskret ist mit endlihem Tr

�

ager, oder

gut durh ein diskretes Ma� approximiert werden kann,

�

andert sih die Situation.

Dann ergibt sih der Fortet-Mourier Abstand �



(P;

M

P

j=1

q

j

Æ

!

i

) als optimale L

�

osung

eines linearen Optimierungsproblems (siehe Kapitel 3).



Kapitel 3

Szenarioreduktion

Wie in Kapitel 2 betrahtet, ist es generell sehr shwer, gute Approximationen

f

�

ur Wahrsheinlihkeitsma�e zu erhalten. In diesem Kapitel wenden wir uns des-

halb einer speziellen Situation zu, in der wir nur diskrete Ma�e betrahten. Damit

vereinfahen sih die Probleme (2.7) und (2.8) und es lassen sih eine Reihe von

Aussagen herleiten.

Zu diesem Zwek sei von jetzt ab ein diskretes Wahrsheinlihkeitsma� P mit einer

endlihen Zahl vonN Szenarios !

i

2 
 mit zugeh

�

origen Wahrsheinlihkeiten p

i

, f

�

ur

i = 1; :::; N undN 2 N gegeben. Dabei gelte

N

P

i=1

p

i

= 1. Gesuht ist ein bez

�

uglih der

Fortet-Mourier Metrik optimales diskretes Ma� Q mit Szenarios auf einer Teilmenge

von f!

i

: i = 1; :::; Ng.

3.1 Optimale und vorgeshriebene Neuverteilung

Wir betrahten obige Ausgangssituation, d.h. es sei P =

N

P

i=1

p

i

Æ

!

i

. Weiter sei J �

f1; :::; Ng eine beliebige Teilmenge von f1; :::; Ng.

De�nition 3.1 Ein Wahrsheinlihkeitsma� Q hei�t reduziert bez

�

uglih P , falls

Q =

P

j 62J

q

j

Æ

!

j

mit q

j

� 0 und

P

j 62J

q

j

= 1.

Ein reduziertes Ma� Q ergibt sih demnah durh entfernen aller Szenarios !

j

mit

j 2 J und einer Neuverteilung der Wahrsheinlihkeitsgewihte f

�

ur !

j

mit j 62 J .

F

�

ur jedes reduzierte Ma� Q l

�

a�t sih nah Formel (2.4) der Fortet-Mourier-Abstand

berehnen. Dazu f

�

uhren wir die Bezeihnung D(J; q) ein.

De�nition 3.2

D(J; q) := �



(

N

X

i=1

p

i

Æ

!

i

;

X

j 62J

q

j

Æ

!

j

) = maxf

N

X

i=1

p

i

u

i

+

X

j 62J

q

j

v

j

: u

i

+ v

j

� (!

i

; !

j

)g

(3.1)

Der Ausdruk (3.1) entspriht einem linearen Optimierungsproblem f

�

ur jedes i 2

f1; :::; Ng und j 62 J . F

�

ur eine optimale Szenario-Reduktion mu� eine Indexmenge

J gefunden werden, so da� der Abstand D(J; q) des originalen und des reduzierten
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Ma�es minimal bez

�

uglih aller Indexmengen mit vorgegebener Anzahl von Elemen-

ten ist.

Im folgenden werden zwei grundlegende S

�

atze aus [5℄ zitiert, die den AbstandD(J; q)

n

�

aher harakterisieren. Dabei werden die zwei F

�

alle der optimalen und vorgeshrie-

benen Gewihte q

j

; j 2 J untershieden.

Satz 3.3 (optimale Neuverteilung)

F

�

ur eine vorgegebene Indexmenge J � f1; :::; Ng gilt:

D

J

:= minfD(J; q) : q

j

� 0;

X

j 62J

q

j

= 1g =

X

i2J

p

i

min

j 62J

(!

i

; !

j

): (3.2)

Das Minimum wird angenommen in (optimale Neuverteilungsregel):

q̂

j

= p

j

+

X

i2J;j(i)=j

p

i

8j 62 J

wobei j(i) 2 argmin

j 62J

(!

i

; !

j

) f

�

ur i 2 J .

Beweis:Wir setzen I := f1; :::; Ng und 

ij

:= (!

i

; !

j

) f

�

ur alle i; j 2 I . Zum Beweis

nutzen wir die beiden nah Satz 2.1

�

aquivalenten Beshreibungen (2.4) und (2.5)

des optimalen Abstands D(J ; q):

D(J ; q) = minf

X

i;j



ij

�

ij

: �

ij

� 0;

X

i;j

�

ij

= 1;

X

j 62J

�

ij

�

N

X

i=1

�

ij

= p

i

� p

j

; i 2 I; j 62 Jg

= maxf

N

X

i=1

p

i

u

i

+

X

j 62J

q

j

v

j

: u

i

+ v

j

� 

ij

; i 2 I; j 62 Jg:

Als erstes zeigen wir f

�

ur ein beliebiges, den Voraussetzungen gen

�

ugendes q:

X

i2J

p

i

min

j 62J



ij

� D(J ; q):

Wir wollen zun

�

ahst die zweite der obigen Gleihungen f

�

ur D(J ; q) anwenden. Dazu

de�nieren wir folgende spezielle u

i

und v

j

:

u

i

:= min

j 62J



ij

8i 2 I

v

j

:= 0 8j 62 J

Damit gilt:

u

i

+ v

j

=

�

u

i

, falls i 2 J und j 62 J

0 , falls i; j 62 J

:

Folglih gilt:

u

i

+ v

j

� 

ij

8i 2 I; j 62 J:

Durh Einsetzen erhalten wir so f

�

ur beliebiges q die Ungleihung:

N

X

i=1

p

i

u

i

+

X

j 62J

q

j

v

j

=

X

i2J

p

i

min

j 62J



ij

� D(J ; q):

Als n

�

ahstes wollen wir zeigen, da� f

�

ur ein spezielles q̂ in der Ungleihung das

Gleihheitszeihen gilt. Dazu wenden wir nun die erste Gleihung zur Bestimmung

von D(J ; q) an.
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Wir w

�

ahlen j(i) 2 argmin

j 62J



ij

f

�

ur alle i 2 J und de�nieren:

�

ij

=

8

<

:

p

i

, falls i = j(i) und j 2 J

p

i

, falls i = j und j 62 J

0 , sonst

:

Wir setzen:

q̂

j

:=

N

X

i=1

�

ij

8J 62 J:

Die so de�nierten q̂ und �

ij

erf

�

ullen die Restriktionsbedingung des Minimums der

ersten Gleihung zur Bestimmung von D(J ; q̂) und es gilt:

D(J ; q̂) �

X

i;j



ij

�

ij

=

X

i2J

p

i

min

j 62J



ij

:

Somit gilt insgesamt:

D

J

= D(J ; q̂) =

X

i2J

p

i

min

j 62J



ij

mit der optimalen Wahl von q̂

q̂

j

= p

j

+

X

i2J;j(i)=j

p

i

8j 62 J:

Das war zu zeigen.

2

Der Satz beshreibt eine explizite Vorshrift zur Berehnung optimaler Gewihte

bei vorgegebener Indexmenge J der zu eliminierenden Szenarios. Er besagt, da�

sih das Gewiht der eliminierten Szenarios jeweils auf das Gewiht des zu ihnen in

Bezug auf  am n

�

ahsten liegende Szenario addiert.

Eine andere Situation liegt vor, wenn wir die Neuverteilung der Gewihte vorshrei-

ben. Dann l

�

a�t sih eine Absh

�

atzung f

�

ur den optimalen Abstand D(J; q) angeben,

wie der folgende Satz zeigt (vgl. [5℄).

Satz 3.4 (vorgeshriebene Neuverteilung)

Die Summe der Gewihte p

J

=

P

i2J

p

i

der von P zu eliminierenden Szenarios sei

wie folgt auf die Gewihte des reduzierten Ma�es Q verteilt:

q

j

= p

j

+ �

j

p

J

f

�

ur j 62 J , wobei �

j

� 0 f

�

ur alle j 62 J und

P

j 62J

�

j

= 1. Dann gilt f

�

ur den Abstand

D

J

(J ; q):

D(J ; q) �

X

i2J

p

i

X

j 62J

�

j

(!

i

; !

j

):

Dabei gilt die Gleihheit, falls #J = 1 und  die Dreieksungleihung erf

�

ullt.

Beweis: Zum Beweis wenden wir die prim

�

are Darstellung (2.5) zur Bestimmung

von D(J ; q) an und de�nieren:

�

ij

=

8

<

:

p

i

�

j

, falls i 2 J und j 62 J

p

i

, falls i = j und j 62 J

0 , sonst
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Wir setzen wieder I := f1; :::; Ng und 

ij

= (!

i

; !

j

). F

�

ur �

ij

gilt:

X

j 62J

�

ij

= p

i

8i 2 I

N

X

i=1

�

ij

= p

j

+ �

j

p

J

= q

j

8j 62 J

Damit erhalten wir die Absh

�

atzung:

D(J ; q) �

X

i;j



ij

�

ij

=

X

i2J

p

i

X

j 62J

�

j



ij

:

Sei nun #J = 1, d.h es sei J = flg mit l 2 I beliebig. Wir setzen:

u

i

= �

il

8i 2 I und v

j

= 

jl

8j 2 Inflg

Falls  die Dreieksungleihung erf

�

ullt, gilt somit:

u

i

+ v

j

= 

jl

� 

il

� 

ij

8i 2 I; j 2 Inflg:

Unter Verwendung der dualen Darstellung (2.4) von D(J ; q) erhalten wir f

�

ur diesen

Spezialfall die Ungleihung:

D(J ; q) �

N

X

i=1;i 6=l

q

i



il

�

N

X

i=1

p

i



il

=

N

X

i=1;i 6=l

(q

i

� p

i

)

il

= p

l

N

X

i=1;i 6=l

�

i



il

:

2

Im allgemeinen gilt f

�

ur #J � 2 oder im Fall #J = 1 und  erf

�

ullt niht die Drei-

eksungleihung das ehte Ungleihheitszeihen in Satz 3.4.

Als n

�

ahstes wenden wir uns der Wahl einer Indexmenge J � f1; :::; Ng mit opti-

malen Gewihten und fest vorgegebener Anzahl von Elementen zu. Wir erhalten so

das Problem:

minfD

J

=

X

i2J

p

i

min

j 62J

(!

i

; !

j

) : J � f1; :::; Ng;#J = kg (3.3)

f

�

ur ein gegebenes k 2 N und 1 � k � N .

Das Problem (3.3) stellt ein sehr komplexes kombinatorishes Optimierungsproblem

dar. Generelle L

�

osungen f

�

ur 1 � k � N sind sehr shwer zu erhalten, da die Zahl

der Indexmengen J mit vorgegebener Kardinalit

�

at #J = k binomial steigt. Das

legt die Vermutung nahe, da� eine exakte algorithmishe L

�

osung von (3.3) niht in

polynomialer Zeit zu bestimmen ist, da� es sih hierbei also um ein NP-shweres

Problem handelt (vgl. [3℄). Aber f

�

ur die Spezialf

�

alle k = 1 und k = N � 1 ergeben

sih vereinfahte Probleme, wie in den n

�

ahsten Abshnitten zu sehen ist.

3.1.1 Eliminierung eines einzigen Szenarios

Betrahten wir den Spezialfall #J = 1, d.h. wir wollen nur ein einziges Szenario eli-

minieren. In diesem Fall ist das Optimierungsproblem (3.3)

�

aquivalent zu folgendem

Problem:

min

l2f1;:::;Ng

p

l

min

j 6=l

(!

l

; !

j

) (3.4)
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Wird das Minimum in l

�

2 f1; :::; Ng angenommen, d.h. das Szenario !

l

�

wird

eliminiert, so liefert die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 die Verteilung

f

�

ur das reduzierte Wahrsheinlihkeitsma� Q.

Sei j

�

2 argmin

j 6=l

�

(!

l

�

; !

j

). Dann gilt f

�

ur die Gewihte q

l

von Q:

q

l

= p

l

f

�

ur alle l 62 fl

�

; j

�

g und q

j

�

= p

j

�

+ p

l

�

.

Verfolgt man diese Strategie rekursiv, so ist das ein Konzept eines Algorithmus

zum shrittweisen Entfernen von Szenarios eines Wahrsheinlihkeitsma�es P (siehe

Abshnitt 3.2).

3.1.2 Eliminierung aller Szenarios bis auf ein Szenario

Ein zweiter Spezialfall der das Problem (3.3) vereinfaht ist der Fall, da� #J =

N � 1, d.h. wir wollen alle Szenarios bis auf ein einziges eliminieren. In diesem Fall

ist das Optimierungsproblem (3.3)

�

aquivalent zu folgendem Problem:

min

u2f1;:::;Ng

N

X

i=1

p

i

(!

i

; !

u

) (3.5)

Wird das Minimum in u

�

2 f1; :::; Ng angenommen, so verbleibt nur das Szenario

!

u

�

und vereinigt die gesamte Wahrsheinlihkeitsmasse auf sih, d.h. das reduzier-

te Wahrsheinlihkeitsma� Q besteht nur aus dem Szenario !

u

�

mit zugeh

�

origer

Wahrsheinlihkeit q

u

�

= 1.

Auh diese Strategie, kann rekursiv angewendet, zu einem Konzept eines Algorith-

mus zur Szenarioreduktion erweitert werden (siehe Abshnitt 3.3).

3.2 Der Bakward-Algorithmus

Der Bakward-Algorithmus verwendet rekursiv die Methode des Eliminierens ein-

zelner Szenarios. Es gilt folgender Satz.

Satz 3.5 (untere Shranke)

Es gilt

k

X

i=1

p

l

i

min

j 6=l

i

(!

l

i

; !

j

) � minfD

J

: J � f1; :::; Ng;#J = kg;

falls f

�

ur die Indizes l

i

gilt:

l

i

2 arg min

l2f1;:::;Ngnfl

1

;:::;l

i�1

g

p

l

min

j 6=l

(!

l

; !

j

) 8i = 1; :::; k (3.6)

Weiterhin gilt:

Die Indexmenge fl

1

; :::; l

k

g ist L

�

osung des Optimierungsproblems (3.3), falls f

�

ur

jedes i = 1; :::; k die Menge argmin

j 6=l

i

(!

l

i

; !

j

)nfl

1

; :::; l

i�1

; l

i+1

; :::; l

k

g niht leer ist.

Beweis: F

�

ur eine beliebige Indexmenge J = fj

1

; :::; j

k

g � f1; :::; Ng mit #J = k

gilt nah Satz 3.3:

D

J

=

k

X

i=1

p

j

i

min

j 62fj

1

;:::;j

k

g

(!

j

i

; !

j

) �

k

X

i=1

p

j

i

min

j 6=j

i

(!

j

i

; !

j

)

�

k

X

i=1

p

l

i

min

j 6=l

i

(!

l

i

; !

j

)
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Dabei ist die letzte Ungleihung eine Konsequenz der De�nition f

�

ur die Indizes l

i

.

Ist argmin

j 6=l

i

(!

l

i

; !

j

)nfl

1

; :::; l

i�1

; l

i+1

; :::; l

k

g 6= ; f

�

ur alle i = 1; :::; k, so gilt ferner:

min

j 6=l

i

(!

l

i

; !

j

) = min

j 62fl

1

;:::;l

k

g

(!

l

i

; !

j

):

Folglih kann die obige Absh

�

atzung f

�

ur D

J

fortgesetzt werden zu:

D

J

�

k

X

i=1

p

l

i

min

j 62fl

1

;:::;l

k

g

(!

l

i

; !

j

) = D

fl

1

;:::;l

k

g

:

Damit ist die Indexmenge fl

1

; :::; l

k

g L

�

osung des Problems (3.3).

2

Mit Hilfe von Satz 3.5 l

�

a�t sih der Bakward-Algorithmus wie folgt beshreiben.

Bakward-Algorithmus

� Im ersten Shritt ist ein Index k

1

mit 1 � k

1

� k zu bestimmen, so da�

die zugeh

�

orige Indexmenge J

1

= fl

[1℄

1

; :::; l

[1℄

k

1

g L

�

osung des Problems (3.3) f

�

ur

#J = k

1

ist.

� Im zweiten Shritt wird die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 f

�

ur

J = J

1

angewendet, so da� ein reduziertes Wahrsheinlihkeitsma� Q

[1℄

durh

die Eliminierung der Szenarios !

j

; j 2 J

1

, entsteht.

� Shlie�lih werden die Shritte eins und zwei f

�

ur Q

[i℄

solange wiederholt, bis

im r-ten Shritt

r

P

i=1

k

i

= k.

� Zu allerletzt wird auf die Indexmenge J =

r

S

i=1

J

i

nohmals die optimale Neu-

verteilungsregel angewendet.

Bemerkung: F

�

ur die G

�

ute des Algorithmus ist die Wahl der l

[k℄

i

im k-ten Shritt

niht unerheblih, wie folgendes Beispiel illustriert.

Beispiel:Wir betrahten einen sehr einfahen Szenariobaum mit 3 Szenarios, d.h.

es sei eine diskrete Wahrsheinlihkeitsmenge 
 = f�1; 0; 1g mit zugeh

�

origen Ele-

mentarwahrsheinlihkeiten P (f�1g) = P (f0g) = P (f1g) =

1

3

gegeben.

 

%

%

%

%

%

e

e

e

e

e

(1) (2) (3)

!

3

= 1!

1

= �1 !

2

= 0

Wir wollen nun den Baum auf genau ein Szenario nah der Bakward-Strategie

reduzieren. Dazu ben

�

otigen wir zun

�

ahst die Werte (!

i

; !

j

) f

�

ur i; j = 1; 2; 3. Sei

in diesem Fall (!

i

; !

j

) := j!

j

� !

i

j, d.h. wir erhalten eine einfahe symmetrishe

Matrix:

f(!

i

; !

j

)g

i;j

=

0

�

0 1 2

1 0 1

2 1 0

1

A

:
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Im 1. Shritt ist nah Satz 3.5 ein Index l

1

festzulegen, so da� gilt:

l

1

2 arg min

l2f1;2;3g

1

3

min

j 6=l

(!

l

; !

j

):

Wir w

�

ahlen z.B. l

1

= 2.

Im 2. Shritt ist nun ein Index l

2

derart zu bestimmen, da� gilt:

l

2

2 arg min

l2f1;3g

1

3

min

j 6=l

(!

l

; !

j

):

Hier kann entweder l

2

= 1 oder l

2

= 3 gew

�

ahlt werden. In beiden F

�

allen gilt jedoh:

argmin

j 6=l

2

(!

l

2

; !

j

)nf2g = ;:

Das bedeutet, wenn im 1. Shritt l

1

= 2 gesetzt wird, mu� bereits die Neuvertei-

lungsregel von Satz 3.3 angewandt werden. Dabei wird das 2. Szenario eliminiert

und seine Wahrsheinlihkeitsmasse

1

3

auf die des 1. oder 3. Szenario addiert. Nah

einem 2. Bakward-Shritt erh

�

alt man shlie�lih ein reduziertes Ma� Q, beste-

hend aus nur noh einem einzigen Szenario f�1g oder f+1g mit der zugeh

�

origen

Wahrsheinlihkeit 1. Der Fortet-Mourier Abstand zwishen dem originalen und

dem reduzierten Baum ist in beiden F

�

allen gleih. Er kann nah Satz 3.3 wie folgt

berehnet werden:

�



(P;Q) = D

J=f1;2g

=

X

i2f1;2g

p

i

min

j=3

(!

i

; !

j

)

=

1

3

j1� (�1)j+

1

3

j1� 0j = 1:

H

�

atten wir uns im 1. Shritt hingegen f

�

ur den Index l

1

= 1 (bzw. l

1

= 3) entshieden,

und h

�

atten daraufhin im 2. Shritt gerade l

2

= 3 (bzw. l

2

= 1) gew

�

ahlt, so w

�

urde

sih f

�

ur den Fortet-Mourier Abstand des reduzierten Ma�es

^

Q ergeben:

�



(P;

^

Q) = D

J=f1;3g

=

X

i2f1;3g

p

i

min

j=2

(!

i

; !

j

)

=

1

3

j0� (�1)j+

1

3

j0� 1j =

2

3

:

Das w

�

are in diesem Beispiel auh die optimale L

�

osung f

�

ur das Eliminieren zweier

Szenarios.

Dieses einfahe Beispiel zeigt sehr deutlih, da� die Wahl der Indizes l

i

zur Szena-

rioreduktion sehr gro�en Einu� auf die G

�

ute der Approximation bei der Szenario-

reduktion hat.

3.3 Der Forward-Algorithmus

Der Forward-Algorithmus geht im Gegensatz zum Bakward-Algorithmus genau

entgegengesetzt vor. Er nutzt die Strategie des Eliminierens aller Szenarios bis auf

eines, welhes die gesamte Szenariomenge am besten approximiert. Shrittweise fort-

gesetzt, kann auf diese Weise ein reduziertes Ma� Q mit k � N Szenarios erzeugt

werden. Wir betrahten folgenden Satz.
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Satz 3.6 (obere Shranke)

Es gilt

minfD

J

: J � f1; :::; Ng;#J = kg �

X

i2J

u

p

i

min

j 62J

u

(!

i

; !

j

);

falls J

u

= f1; :::; Ngnfu

1

; :::; u

N�k

g und f

�

ur die Indizes u

j

gilt:

u

j

2 arg min

l62fu

1

;:::;u

j�1

g

X

i 62fu

1

;:::;u

j�1

;lg

p

i

min

u2fu

1

;:::;u

u�1

;lg

(!

i

; !

u

) 8j = 1; :::; N � k:

(3.7)

Beweis: Es gilt unter Verwendung von Satz 3.3:

minfD

J

: J � f1; :::; Ng;#J = kg � D

J

u

=

X

i2J

u

p

i

min

j 62J

u

(!

i

; !

j

):

2

Mit Hilfe von Satz 3.6 l

�

a�t sih der Forward-Algorithmus wie folgt beshreiben.

Forward-Algorithmus

� F

�

ur j = 1; :::; N � k sind die Indizes u

j

gem

�

a� Formel (3.6) zu bestimmen.

� Anshlie�end wird die optimale Neuverteilungsregel von Satz 3.3 auf die Index-

menge J = f1; :::; Ngnfu

1

; :::; u

N�k

g angewendet, um das reduzierte Wahr-

sheinlihkeitsma� Q zu erhalten.

Auf den ersten Blik ersheint der Forward-Algorithmus im Vergleih zum Bakward-

Algorithmus niht so komplex, dem ist aber niht so. Im Gegenteil, wie die Be-

rehnungen und Tests in [5℄ ergeben haben, ist ein deutliher Zeituntershied zwi-

shen den beiden Algorithmen zu verzeihnen. So ben

�

otigte die dort vorgenom-

mene Reduktion eines Szenariobaums mit 729 Szenarios auf 400 Szenarios mit dem

Bakward-Algorithmus lediglih a. 8 Sekunden. Dagegen ben

�

otigte eine Implemen-

tierung des Forward-Algorithmus a. 6000 Sekunden. Allerdings lag dabei das Er-

gebnis des Forward-Algorithmus deutlih n

�

aher am Optimum. Es lohnt sih daher,

sih noh genauer mit dem Forward-Algorithmus zu besh

�

aftigen.

3.3.1 Das Forward-Shema

Wir betrahten noh einmal die Formel (3.7) des Forward-Algorithmus.

u

j

2 arg min

l62fu

1

;:::;u

j�1

g

X

i 62fu

1

;:::;u

j�1

;lg

p

i

min

u2fu

1

;:::;u

u�1

;lg

(!

i

; !

u

) 8j = 1; :::; N � k

In jedem Shritt ist das Minimum einer bestimmten Summe zu �nden. Wir f

�

uhren

neue Bezeihnungen ein und de�nieren induktiv:

Shritt [1℄

̂

[1℄

ij

:= (!

i

; !

j

) i; j = 1; ::; N

z

[1℄

j

:=

N

X

i=1=i6=j

p

i

̂

[1℄

ij

j = 1; :::; N

u

[1℄

2 arg min

j2f1;:::;Ng

z

[1℄

j
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Shritt [k℄

̂

[k℄

ij

:= minf̂

[k�1℄

ij

; ̂

[k�1℄

iu

[k�1℄

g i; j 62 fu

[1℄

; :::; u

[k�1℄

g

z

[k℄

j

:=

X

i 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

;jg

p

i

̂

[k℄

ij

j 62 fu

[1℄

; :::; u

[k�1℄

g

u

[k℄

2 arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

z

[k℄

j

Mit diesen De�nitionen gilt folgender Satz.

Satz 3.7 Die Indexmenge fu

[1℄

; :::; u

[k℄

g ist L

�

osung des Forward-Algorithmus, d.h.

sie gen

�

ugt der Bedingung (3.7) f

�

ur jedes 1 � k � N .

Beweis: Sei 1 � k � N beliebig �xiert. F

�

ur k = 1 folgt die Behauptung durh

Einsetzen der De�nitionen f

�

ur z und ̂ direkt. Sei also k > 1. Nah De�nition gilt:

u

[k℄

2 arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

z

[k℄

j

:

Weiterhin gilt nah De�nition:

arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

z

[k℄

j

= arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

X

i 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

;jg

p

i

̂

[k℄

ij

= arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

X

i 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

;jg

p

i

minf̂

[k�1℄

ij

; ̂

[k�1℄

iu

[k�1℄

g:

Da aber gilt (wiederholtes Anwenden der De�nition):

minf̂

[k�1℄

ij

; ̂

[k�1℄

iu

[k�1℄

g = minfminf̂

[k�2℄

ij

; ̂

[k�2℄

iu

[k�2℄

g;minf̂

[k�2℄

iu

[k�1℄

; ̂

[k�2℄

iu

[k�2℄

gg

= minf̂

[k�2℄

ij

; ̂

[k�2℄

iu

[k�1℄

; ̂

[k�2℄

iu

[k�2℄

g

.

.

.

= minf̂

[1℄

ij

; ̂

[1℄

iu

[k�1℄

; :::; ̂

[1℄

iu

[1℄

g;

folgt mit ̂

[1℄

ij

= (!

i

; !

j

):

arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

z

[k℄

j

= arg min

j 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

g

X

i 62fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

;jg

p

i

min

u2fu

[1℄

;:::;u

[k�1℄

;jg

(!

i

; !

u

):

Damit gen

�

ugt u

[k℄

der Forward-Bedingung (3.7).

2

Folgerung 3.8 Es gilt f

�

ur alle 1 � k � N und J

[k℄

u

:= f1; :::; Ngnfu

[1℄

; :::; u

[k℄

g:

z

[k℄

u

[k℄

= D

J

[k℄

u

, d.h. z

[k℄

u

[k℄

repr

�

asentiert f

�

ur jedes k den Fortet-Mourier Abstand zwi-

shen dem urspr

�

unglihen und dem reduzierten Ma� auf der k�ten Stufe des Forward-

Algorithmus.

Beweis: Die Folgerung (3.8) ist Konsequenz der De�nition von z und des Beweises

zu Satz 3.3.

2

Die De�nitionen von z und ̂ in dieser Form haben den Vorteil, da� sie sih sehr
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gut und eÆzient implementieren lassen.

Algorithmus des Forward-Shemas

Im k�ten Shritt sind folgende Daten gegeben:

� eine Indexmenge fu

[1℄

; :::; u

[k�1℄

g � f1; :::; Ng,

� Werte ̂

[k℄

ij

mit i; j 2 G auf dem durh fu

[1℄

; :::; u

[k�1℄

g de�nierten Gitter

G := f1; :::; Ngnfu

[1℄

; :::; u

[k�1℄

g =

Def

fg

1

; :::; g

N�k+1

g.

Die Berehnung der Daten im k�ten Shritt kann nah folgendem Shema durh-

gef

�

uhrt werden.


 !

g

1

� � � !

g

j

� � � !

g

N�k+1

P

!

g

1

p

g

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

!

g

i

� � � ̂

[k℄

g

i

g

j

� � � p

g

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

!

g

N�k+1

p

g

N�k+1

P

p

i

̂

[k℄

ij

z

[k℄

g

1

� � � z

[k℄

g

j

� � � z

[k℄

g

N�k+1

j

�

Sei j

�

2 G der Index, in dem das Minimum der z

[k℄

j

; j 2 G angenommen wird. Ist

k < k

end

, so sind als letztes noh die Werte ̂

[k+1℄

zu bestimmen:

̂

[k+1℄

ij

:= minf̂

[k℄

ij

; ̂

[k℄

ij

�

g 8i; j 2 Gnfj

�

g

Bemerkung 3.9

(1) Der Algorithmus hat in jedem Shritt die Komplexit

�

at O((N � k)

2

).

(2) Die Tatsahe, da� z

[k℄

j

�

gerade der Fortet-Mourier Abstand im k�ten Shritt

ist (nah Folgerung 3.8), l

�

a�t sih bei der Implementierung gut nutzen. So ist es

m

�

oglih, als Abbruhkriterium niht unbedingt eine feste Tiefe k vorzugeben, son-

dern z.B. eine obere Grenze f

�

ur den Fortet-Mourier Abstand des reduzierten Ma�es,

die dann mit m

�

oglihst minimalen k eingehalten wird.

3.4 Vergleih zwishen Forward- und Bakward-

Algorithmus

3.4.1 Komplexit

�

at der Algorithmen

Wie die ersten numerishen Tests in [5℄ zeigten, spielt die Rehenzeit eine niht un-

wesentlihe Rolle. Dort gab es gro�e Untershiede bei der Berehnung von reduzier-

ten Szenariob

�

aumen. Wenden wir uns als erstes wieder dem Bakward-Algorithmus

zu.

Um im ersten Shritt aus der Menge der N Szenarios den Index l

1

des zu elimi-

nierenden Szenarios zu bestimmen, m

�

ussen nah Formel (3.6) zun

�

ahst 2N(N � 1)

Operationen ausgef

�

uhrt werden. Damit w

�

urde man f

�

ur den Index l

k

des k-ten zu
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eliminierenden Szenarios einen Aufwand von 2(N � k)(N � k � 1) erhalten. Nun

kann der Aufwand aber sehr erheblih verringert werden, wenn man in jedem Shritt

nur die Minima f

�

ur das nah der Neuverteilungsregel ver

�

anderte Szenario neu be-

rehnet. Alle anderen Szenarios bleiben dabei unver

�

andert. Damit erh

�

alt man im

(k + 1)-ten Shritt nur noh eine Komplexit

�

at von O(N), oder insgesamt f

�

ur das

Streihen der ersten k Szenarios O(2N

2

+ (k � 1)N). Die Konstante 2 ist aber im

allgemeinen niht exakt einzuhalten, da auh Speiherzugri�e und das Betrahten

der Minima auf Gitterpunkten im k-ten Shritt Zeit in der Ordnung O(N

2

) in An-

spruh nehmen. Seien in einer Konstanten C alle diese Konstanten zusammengefa�t,

so erhalten wir folgende Aussage.

Lemma 3.10 Die Komplexit

�

at des Bakward-Algorithmus f

�

ur das Eliminieren von

1 � k � N Szenarios aus einer Szenariomenge mit N Szenarios betr

�

agt O(CN

2

)

mit einer Konstanten C.

Betrahten wir nun den Forward-Algorithmus, insbesondere das Forward-Shema.

Wie in Bemerkung 3.9 bereits festgestellt, ist der Rehenaufwand im k-ten Shritt

O((N � k)

2

). Um also eine Menge von N Szenarios auf k Szenarios zu reduzieren,

sind insgesamt C

k�1

P

i=0

(N � i)

2

Operationen notwendig. Damit gilt f

�

ur den Forward-

Algorithmus:

Lemma 3.11 Die Komplexit

�

at des Forward-Algorithmus f

�

ur das Reduzieren einer

Szenariomenge mit N Szenarios auf 1 � k � N Szenarios betr

�

agt O(CkN

2

) mit

einer Konstanten C.

Man beahte, da� in Lemma 3.11 die Zahl k die Anzahl der noh verbleibenden

Szenarios in der reduzierten Szenariomenge widerspiegelt. Dagegen ist in Lemma

3.10 k die Anzahl der reduzierten Szenarios.

3.4.2 G

�

ute der Approximation

Die numerishen Tests in [5℄ haben gezeigt, da� beide Algorithmen o�ensihtlih sehr

gute Ergebnisse erzielen. Dennoh gibt es Untershiede. So ist fast ausnahmslos zu

beobahten, da� der Abstand zwishen urspr

�

unglihem und reduziertem Ma� beim

Forward-Algorithmus n

�

aher am Optimum liegt. Preis daf

�

ur ist allerdings ein h

�

oherer

Rehenaufwand gegen

�

uber dem des Bakward-Algorithmus.

Die besseren Resultate des Forward-Algorithmus sind o�enbar auf einen Nahteil

in der Strategie des Bakward-Algorithmus zur

�

ukzuf

�

uhren. Dieser sheint in der

Tatsahe zu liegen, da� die Gewihte der eliminierten Szenarios stets auf ganz be-

stimmte Szenarios fest neuverteilt werden, n

�

amlih auf die zu ihnen am n

�

ahsten

gelegenen. Das bedeutet aber, da� sih die Last einzelner Szenarios in jedem Shritt

erh

�

oht, was zu einer ungleihen Verteilung f

�

uhrt, was sih im folgenden Shritt

m

�

ogliherweise negativ auswirken kann. Das ist ein qualitativer Untershied zur

Strategie des Forward-Algorithmus, bei der in jedem Shritt das bestm

�

oglihe Sze-

nario gew

�

ahlt wird, welhes zusammen mit den bis dahin bestimmten Szenarios die

gesamte Szenariomenge am besten approximiert. Dabei werden in jedem Shritt

die Gewihte neuverteilt, ohne sih jedoh bei der Verteilung festzulegen. Erst im

letzten Shritt erfolgt die Festlegung der Last in der reduzierten Szenariomenge.

Eine weitere Konsequenz dieser Strategie ist eine ausgeglihenere und harmonishere

Verteilung der Szenarios in der reduzierten Menge. Dazu sei hier auf das letzte

Kapitel 4 verwiesen.
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Interessant w

�

are aber auh die Fragestellung, wie nahe man bei der Approxima-

tion am Ende wirklih an die Optimalwerte des allgemeinen Problems (3.3) heran

kommt. Nun, es ist im allgemeinen sehr shwer, an Aussagen

�

uber eine absolute oder

relative G

�

ute zu gelangen. Wie shon angedeutet, ist zu vermuten, da� es sih bei

dem Problem (3.3) der Szenarioreduktion um ein NP �shweres Problem handelt.

Exakte L

�

osungen sind dabei niht in polynomialer Zeit erreihbar [3℄. Dabei sind

Absh

�

atzungen und G

�

uteaussagen von Approximationsalgorithmen entweder gar

niht, oder nur sehr shwierig und in Spezialf

�

allen zu bekommen.

Im n

�

ahsten Abshnitt wird der Versuh unternommen, wenigstens f

�

ur besondere

Strukturen, die in der Optimierungstheorie oft auftretenden Szenariob

�

aume, be-

stimmte Teilaussagen und Kriterien f

�

ur die Optimalwerte herzuleiten.

3.5 Anwendung auf Szenariob

�

aume

In den vorherigen Abshnitten haben wir gesehen, da� exakte L

�

osungen des all-

gemeinen Optimierungsproblems (3.3) sehr shwer zu bekommen sind. Wir haben

zwei Approximationsalgorithmen, den Forward und Bakward Algorithmus kennen-

gelernt. Ziel in Kapitel 4 wird es sein, diese Algorithmen auf Aufgaben aus der Praxis

anzuwenden.

In der stohastishen Optimierung treten Probleme der Szenarioreduktion in ganz

bestimmter Form auf. Das zu reduzierende Wahrsheinlihkeitsma� P ist dabei

diskret und die einzelnen Szenarios sind angeordnet in einem Szenariobaum.

Ein Szenariobaum besteht aus einer Menge von Knoten mit jeweils n (n 2 N) Ver-

zweigungen. Der Verzweigungsgrad ist dabei in der Regel n = 2 oder n = 3. Insge-

samt gibt esK (K 2 N) Verzweigungsebenen. Auf der k-ten Ebene (1 � k � K) gibt

es somit n

k

Knoten. Das folgende Bild zeigt einen 3-stu�gen bin

�

aren Szenariobaum,

d.h. der Verzweigungsgrad ist n = 2 und es existieren K = 3 Verzweigungsebenen.
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3. Verzweigungsebene

2. Verzweigungsebene

1. Verzweigungsebene

Beispiel: 3-stu�ger bin

�

arer Baum

Wie sehen nun die einzelnen Szenarios und die zugeh

�

origen Einzelwahrsheinlih-

keiten aus? Jeder Ast, d.h. ein vollst

�

andiger Pfad von der Wurzel des Baums bis

zur untersten Ebene, repr

�

asentiert ein Szenario. Demnah gibt es insgesamt n

K

ver-

shiedene Szenarios. Entsheidend f

�

ur die Charakterisierung der einzelnen Szenarios

sind die Positionen der Knoten im Szenariobaum. Jedes Szenario stellt sih dar als

K-dimensionaler Vektor im Vektorraum R

K

.

F

�

ur jede Verzweigungsebene k

�

onnen wir Mengen V

k

einf

�

uhren, de�niert durh:

V

k

:= fÆ

k

1

; :::; Æ

k

n

g � R 1 � k � K: (3.8)

Dabei ist n der Grad der Verzweigungen. Die Mengen V

k

bestimmen die Gr

�

o�e und

Rihtung der Verzweigungen, ausgehend von jedem Knoten. Die Werte Æ

k

1

; :::; Æ

k

n

sind
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dabei beliebige reelle Zahlen. Die Menge der Szenarios f!

s

g

s=1;:::;n

K
l

�

a�t sih nun-

mehr identi�zieren als Menge der Vektoren !

s

= (!

1

s

; :::; !

K

s

) 2 R

K

, s = 1; :::; n

K

,

so da� f

�

ur jedes s gilt:

9(Æ

1

s

; :::; Æ

K

s

) 2 V

1

� :::� V

K

: !

k

s

=

k

X

i=1

Æ

i

s

81 � k � K: (3.9)

Die Wahrsheinlihkeit soll f

�

ur alle diese Szenarios gleih sein, d.h. die Einzelwahr-

sheinlihkeit f

�

ur jedes Szenario !

s

ist p

s

=

1

n

K

.

In Anwendungsf

�

allen �nden wir h

�

au�g bin

�

are Szenariob

�

aume oder Szenariob

�

aume

mit Verzweigungsgrad 3. Die Mengen V

k

sind dabei sehr einfah strukturiert. Es gilt

auf allen Verzweigungsebenen 1 � k � K: V

k

= f�Æ

k

; Æ

k

g bzw. V

k

= f�Æ

k

; 0; Æ

k

g.

Wir wollen solhe Szenariob

�

aume gleihm

�

a�ig nennen.

De�nition 3.12 Ein Szenariobaum hei�t gleihm

�

a�ig, falls gilt:

Æ 2 V

k

, �Æ 2 V

k

81 � k � K;

d.h. der Szenariobaum ist symmetrish bzgl. der Links- und Rehtsverzweigungen.

Beispiele �nden sih in zahlreihen Ver

�

o�entlihungen. Angef

�

uhrt sei hier die Arbeit

[5℄.



 

  

  

�

�

�

T

T

T

�

�

�

B

B

B

�

�

�

B

B

B

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Æ

1

= 2

Æ

2

= 1

Æ

3

= 3

-5 0 5

Beispiel: Bin

�

arer Szenariobaum

In diesem bin

�

aren Beispielbaum gibt es insgesamt 8 Szenarios. In der Praxis re-

pr

�

asentieren die Szenarios der Szenariob

�

aume eine Vielzahl m

�

ogliher Realisierun-

gen eines stohastishen Prozesses, die Ausgangspunkt eines deterministishen Opti-

mierungsproblems sind. Um gute Optimierungsergebnisse zu erzielen, sollte die Zahl

der Szenarios hinreihend gro� sein. K = 10 Verzweigungsebenen sind dabei niht

undenkbar. Das f

�

uhrt allerdings shon zu 2

10

= 1024 Szenarios, was wiederum hohe

Anforderungen an die Implementierungen in Hinblik sowohl auf Speiherbedarf,

als auh auf Rehenzeiten stellt.

3.5.1 Bin

�

are Szenariob

�

aume

Jetzt wollen wir uns mit speziellen bin

�

aren Szenariob

�

aumen besh

�

aftigen. Dabei

wollen wir untersuhen, wie man unter Ausnutzung der Baumstruktur ganz be-

stimmte Szenarios des Baums eliminiert, so da� sih das Gewiht dieser Szenarios

auf benahbarte Szenarios addiert. Dazu werden wir wiederum die optimale Neu-

verteilungsregel von Satz 3.3 anwenden.
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Sei im folgenden ein bin

�

arer Szenariobaum mit K 2 N Verzweigungsebenen und

N := 2

K

Szenarios gegeben. Die Werte der Verzweigungen seien durh

V

k

= f�Æ

k

; Æ

k

g � R 1 � k � K

gegeben, d.h. V

k

ist allein durh den Verzweigungswert Æ

k

2 R

+

bestimmt und der

Szenariobaum ist gleihm

�

a�ig.

Desweiteren sei im folgenden die Abbildung (!

i

; !

j

) als der euklidishe Abstand in

R

K

de�niert, d.h. es gelte

(!

i

; !

j

) := k!

i

� !

j

k

2

81 � i; j � N:

Wir wollen nun untersuhen, was passiert, wenn man Szenarios auf nur einer Ebene

eliminiert. Hintergrund ist dabei der Gedanke, da� man im Szenariobaum m

�

oglihst

dort Szenarios eliminiert, wo der Verzweigungswert Æ

k

am kleinsten ist, um den

Abstand zu einem benahbarten Szenario klein zu halten, was wiederum nah Satz

3.3 zu einer optimalen Reduktion von Szenarios f

�

uhrt.

Die 1/2-L

�

osung

Betrahten wir zun

�

ahst einen gleihm

�

a�igen Szenariobaum, bei dem Æ

k

� Æ f

�

ur alle

1 � k � K gilt. F

�

ur den Abstand zweier beliebiger Szenarios gilt nah Konstruktion

(3.9) stets:

k!

i

� !

j

k

2

� 2Æ 8i 6= j; i; j = 1; :::; N: (3.10)

Weiterhin folgt, da� f

�

ur gewisse i

0

; j

0

2 f1; :::; Ng das Gleihheitszeihen gilt. Ziel

ist es nun, m

�

oglihst viele solher Szenariopaare zu �nden, f

�

ur die obiger Abstand

minimal wird. Ein erstes Resultat liefert folgende Aussage.

Satz 3.13 F

�

ur jeden K-stu�gen gleihm

�

a�igen bin

�

aren Szenariobaum mit Æ

k

� Æ

und N = 2

K

Szenarios gilt:

D

opt

N

2

:= minfD

J

: #J =

N

2

g = Æ

Das hei�t, ein optimal reduzierter Szenariobaum mit

N

2

-Szenarios hat zum origina-

len Szenariobaum einen Fortet-Mourier Abstand von Æ.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz konstruktiv. Betrahten wir die unterste Ver-

zweigungsebene. Wir de�nieren eine Indexmenge J und eine Menge J




der zu eli-

minierenden Szenarios und nutzen dabei Darstellung (3.9):

J




:= f!

i

: Æ

K

i

= Æg und J := fi : !

i

2 J




g:

Die Menge J




enth

�

alt genau

N

2

Szenarios. Zu jedem beliebigen Szenario ! 2 J




existiert ein Szenario !̂ 62 J




mit !̂

k

= !

k

f

�

ur alle 1 � k < K und !̂

K

� !̂

K�1

=

^

Æ

K

= �Æ. Folglih gilt k! � !̂k

2

= 2Æ. Unter Nutzung von Ungleihung (3.10) und

mit Verwendung von Satz 3.3 gilt:

D

J

=

X

i2J

p

i

min

j 62J

k!

i

� !

j

k

2

=

X

i2J

1

N

2Æ = Æ

Ungleihung (3.10) sihert uns auh, da� die Menge J optimal ist.

2
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Satz 3.12 gibt f

�

ur Spezialf

�

alle eine explizite L

�

osung des allgemeinen Problems (3.3)

an. Wir wollen nun versuhen, das Ergebnis zu verallgemeinern. Aus dem Beweis

zum Satz 3.12 ergibt sih sofort:

Folgerung 3.14 F

�

ur einen K-stu�gen gleihm

�

a�igen bin

�

aren Szenariobaum mit

N = 2

K

Szenarios gelte Æ

K

� Æ

k

, f

�

ur alle 1 � k � K. Dann gilt: D

opt

N

2

= Æ

K

Die 1/4-L

�

osung

Im allgemeinen wird das Minimum der Werte Æ

k

niht in der untersten Ebene k = K

angenommen werden. Damit wird die Situation etwas shwieriger als bei der 1/2-

L

�

osung. In der Praxis treten vielmehr h

�

au�g Szenariob

�

aume mit der Eigenshaft

Æ

1

� ::: � Æ

k

� ::: � Æ

K

auf. Im folgenden soll auh f

�

ur solhe Szenariob

�

aume ein

analoges Approximationsresultat hergeleitet werden. Dazu betrahten wir als erstes

folgende Eigenshaft.

De�nition 3.15 Ein gleihm

�

a�iger bin

�

arer Szenariobaum mit K Verzweigungsebe-

nen hei�t regul

�

ar auf der k-ten Verzweigungsebene (1 � k < K), falls gilt:

jÆ

k+1

� Æ

k

j �

1

p

K � k

Æ

k

: (3.11)

Ein Szenariobaum hei�t regul

�

ar, falls er regul

�

ar auf allen Verzweigungsebene ist.

Die Ungleihung (3.11) tri�t eine Aussage

�

uber den maximalen Zuwahs der Ver-

zweigungszahlen zweier aufeinanderfolgender Verzweigungsebenen. Im obigen Fall

Æ

k

� Æ, f

�

ur alle k, ist die Regularit

�

atsbedingung trivialerweise erf

�

ullt. Regul

�

are

bin

�

are Szenariob

�

aume besitzen folgende wihtige Eigenshaft.

Lemma 3.16 F

�

ur einen gleihm

�

a�igen bin

�

aren Szenariobaum gelte f

�

ur die Ver-

zweigungszahlen Æ

1

� ::: � Æ

K

. Desweiteren sei der Szenariobaum regul

�

ar auf der

ersten Verzweigungsebene. Dann gilt f

�

ur den Abstand zweier voneinander vershie-

dener Szenarios:

k!

i

� !

j

k

2

� min

1�k�K

d

k

8i 6= j : i; j = 1; :::; N ; (3.12)

wobei d

k

de�niert ist als:

d

k

:=

q

(2Æ

k

)

2

+ (K � k)(2Æ

k+1

� 2Æ

k

)

2

:

Beweis: Sei !

i

6= !

j

beliebig �xiert. Nah Formel (3.9) existiert Darstellung f

�

ur die

Komponenten

!

k

i

=

k

X

l=1

Æ

l

i

und !

k

j

=

k

X

l=1

Æ

l

j

81 � k � K

mit Æ

k

i

; Æ

k

j

2 f�Æ

k

; Æ

k

g und Æ

k

2 R

+

.

Wir setzen !̂ := !

i

� !

j

. F

�

ur die Komponenten von !̂ gilt:

!̂

k

= !

k

i

� !

k

j

=

k

X

l=1

(Æ

l

i

� Æ

l

j

) 81 � k � K:

Damit gilt !̂

k+1

= !̂

k

+ Æ

k+1

i

� Æ

k+1

j

f

�

ur alle k < K.

Sei k

0

� K der kleinste Index mit !̂

k

0

6= 0. Dann gilt:

j!̂

k

0

j = jÆ

k

0

i

� Æ

k

0

j

j = 2Æ

k

0

:



KAPITEL 3. SZENARIOREDUKTION 23

Betrahten wir als n

�

ahstes !̂

k

0

+1

und untersheiden dabei folgende F

�

alle:

1. Fall Æ

k

0

+1

i

= Æ

k

0

+1

j

:

Dann gilt !̂

k

0

+1

= !̂

k

0

. Es folgt:

k!̂k

2

2

� 2(2Æ

k

0

)

2

� 2(2Æ

1

)

2

� (2Æ

1

)

2

+ (K � 1)(2(Æ

2

� Æ

1

))

2

(nah (3.11))

= d

2

1

� min

1�k�K

d

2

k

Dabei haben wir die Regularit

�

at auf der ersten Ebene ausgenutzt.

2. Fall Æ

k

0

+1

i

6= Æ

k

0

+1

j

:

Dann gilt j!̂

k

0

+1

j = j!̂

k

0

j + 2Æ

k

0

+1

oder j!̂

k

0

+1

j = jj!̂

k

0

j � 2Æ

k

0

+1

j, wobei nur

noh die zweite Beziehung von Interesse ist. F

�

ur die erste Beziehung gilt dieselbe

Absh

�

atzung wie im Fall 1. Es gelte also nun:

j!̂

k

0

+1

j = jj!̂

k

0

j � 2Æ

k

0

+1

j = 2jÆ

k

0

+1

� Æ

k

0

j

Betrahten wir die weiteren Komponenten von !̂ und nehmen an, es existiert ein

Index l

0

mit k

0

+1 < l

0

� K und Æ

l

0

i

6= Æ

l

0

j

. Sei l

0

o.B.d.A. wiederum minimal, d.h.

es gelte Æ

l

i

= Æ

l

j

f

�

ur alle k

0

+ 1 < l < l

0

. Dann gilt:

j!̂

l

0

j = j!̂

k

o

+1

+ Æ

l

0

i

� Æ

l

0

j

j

� jj!̂

k

o

+1

j � j2Æ

l

0

jj

� 2Æ

l

0

� (2Æ

k

0

+1

� 2Æ

k

0

)

� 2Æ

k

0

:

Damit gilt f

�

ur !̂ erneut die Absh

�

atzung von Fall 1.

Gibt es dagegen keinen solhen Index l

0

, so gilt:

j!̂

l

j = j!̂

k

0

+1

j 8l � k

0

+ 1;

und wir erhalten shlie�lih:

k!̂k

2

2

= (!̂

k

0

)

2

+ (K � k

0

)(!̂

k

0

+1

)

2

= (2Æ

k

0

)

2

+ (K � k

0

)(2(Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

))

2

= d

2

k

0

� min

1�k�K

d

2

k

:

Damit haben wir gezeigt, da� in jedem Fall k!̂k

2

� min

1�k�K

d

k

gilt.

2

Dieses Resultat erm

�

ogliht es uns, eine optimale Szenarioreduktion zu �nden, indem

wir versuhen, eine maximale Zahl von Szenarios zu eliminieren, deren Abstand zum

reduzierten Szenariobaum minimal ist. Es l

�

a�t sih so folgender Satz formulieren.

Satz 3.17 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.16 und es sei K � 2. Dann

gilt f

�

ur jede Anzahl M 2 N mit 1 �M �

N

4

:

D

opt

M

= minfD

J

: #J =Mg =

M

N

min

1�k�K

d

k

; (3.13)

wobei d

k

wie in Lemma 3.16 de�niert als d

k

=

p

(2Æ

k

)

2

+ (K � k)(2Æ

k+1

� 2Æ

k

)

2

.
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Beweis: Der Beweis erfolgt wieder konstruktiv. Sei k

0

2 arg min

1�k�K

d

k

�xiert und

o.B.d.A. k

0

< K. (Sonst existiert sogar 1/2-L

�

osung von Folgerung 3.14.)

Wir de�nieren folgende Mengen und nutzen dabei wieder Darstellung (3.9):

J




:= f!

i

: Æ

k

0

i

= Æ

k

0

; Æ

k

0

+1

i

= �Æ

k

0

+1

g und J := fi : !

i

2 J




g:

Betrahten wir die Menge J




der zu eliminierenden Szenarios. Zu jedem ! 2 J




existiert ein Szenario !̂ 62 J




mit !̂

k

= !

k

f

�

ur alle k 62 fk

0

; k

0

+1g sowie

^

Æ

k

0

= �Æ

k

0

und

^

Æ

k

0

+1

= Æ

k

0

+1

. Die Lage der Szenarios veranshauliht folgendes Bild:





 

#

#

Q

Q

Q

!̂ 62 J




! 2 J




Æ

k

0

Æ

k

0

+1

Bild: Verzweigung auf k

0

-ten Ebene

Es gilt nah dieser Konstruktion:

k! � !̂k

2

=

q

(2Æ

k

0

)

2

+ (K � k

0

)(2Æ

k

0

+1

� 2Æ

k

0

)

2

= d

k

0

F

�

ur die Anzahl der Elemente von J gilt:

#J = #fi 2 f1; :::; Ng : !

k

0

i

= Æ

k

0

; !

k

0

+1

i

= �Æ

k

0

+1

g

= N(

1

2

)

2

=

N

4

:

Damit gilt f

�

ur den Abstand D

J

unter Verwendung von Lemma 3.12 und Satz 3.3:

D

J

=

X

i2J

p

i

min

j 62J

k!

i

� !

j

k

2

=

X

i2J

1

N

d

K

0

=

1

4

d

k

0

Lemma 3.12 sihert auh, da� D

J

0

� D

J

gilt, f

�

ur beliebige Indexmengen #J

0

=

N

4

.

F

�

ur M <

N

4

gen

�

ugt es eine Teilmenge von J mit M Elementen zu betrahten.

2

Als n

�

ahstes werden wir uns mit Szenariob

�

aumen mit Verzweigungsgrad 3 besh

�

afti-

gen, die in Anwendungen ebenfalls h

�

au�g auftreten.

3.5.2 Szenariob

�

aume mit Verzweigungsgrad 3

�

Ahnlih wie im Fall der bin

�

aren Szenariob

�

aume, wollen wir auh Resultate f

�

ur

spezielle Szenariob

�

aume mit Verzweigungsgrad 3 herleiten. Ausgehend von einem

Baum mit wiederum K 2 N Verzweigungsebenen und nunmehr N := 3

K

Szenarios,

seien die Werte der Verzweigungen durh

V

k

= f�Æ

k

; 0; Æ

k

g � R 1 � k � K

gegeben. Als Abstandsfunktion  nehmen wir wieder die euklidishe Metrik:

(!

i

; !

j

) := k!

i

� !

j

k

2

81 � i; j � N:

Als erstes sei ein Resultat f

�

ur die Reduktion eines Szenariobaums mit identishen

Verzweigungszahlen angegeben.
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Die 7/9-L

�

osung

Betrahten wir also einen gleihm

�

a�igen Szenariobaum, bei dem Æ

k

� Æ f

�

ur alle

1 � k � K gilt. F

�

ur den Abstand zweier beliebiger Szenarios gilt nah (3.9):

k!

i

� !

j

k

2

� Æ 8i 6= j; i; j = 1; :::; N: (3.14)

Weiterhin gilt f

�

ur gewisse i

0

; j

0

2 f1; :::; Ng das Gleihheitszeihen. Ziel ist es wie-

der, m

�

oglihst viele solher Szenariopaare zu �nden, f

�

ur die das der Fall ist. Der

folgende Satz entspriht dem Satz 3.13 im bin

�

aren Fall. Dabei erlaubt uns die 3er

Verzweigung eine reht geshikte konstruktive L

�

osung.

Satz 3.18 F

�

ur jeden K-stu�gen gleihm

�

a�igen Szenariobaum mit Verzweigungs-

grad 3, Æ

k

� Æ und N = 3

K

Szenarios gilt f

�

ur K � 3:

D

opt

7

9

N

:= minfD

J

: #J =

7

9

Ng =

7

9

Æ

Beweis: Wir de�nieren hierzu folgende Menge J

�




:

J

�




:= f!

i

: Æ

K�1

i

2 f�Æ

K�1

; Æ

K�1

g; Æ

K

i

= 0g

Die Anzahl der Elemente ist shnell berehnet. Es gilt: #J

�




=

2

3

1

3

=

2

9

. Wir setzen

nun f

�

ur die Mengen der zu reduzierenden Szenarios:

J




:= f!

1

; :::; !

N

gnJ

�




und J = fi : !

i

2 J




g:

F

�

ur jedes ! 2 J




existiert so ein !̂ 2 J

�




, so da� k! � !̂k

2

= Æ. Die Anzahl der

Elemente von J ist

7

9

N . Analog zu den bisherigen Beweisen l

�

a�t sih mit Satz 3.3

und Ungleihung 3.14 f

�

ur die so de�nierten Mengen zeigen, da� D

J

=

7

9

Æ sowie

D

J

0

� D

J

mit #J

0

=

7

9

N gilt. Damit ist gezeigt, da� D

opt

7

9

N

= D

J

.

2

q

q

qqqqq

qq

q q q q q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Æ

K

Æ

K�2

Æ

K�1

Bild: Shematishe Darstellung von J

�




Die Beweisidee des Satzes beh

�

alt ihre G

�

ultigkeit, wenn wir die Voraussetzungen

etwas verallgemeinern. Es gilt:

Folgerung 3.19 F

�

ur einen K-stu�gen gleihm

�

a�igen Szenariobaum mit Verzwei-

gungsgrad 3 und N = 3

K

Szenarios gelte: Æ

K

= Æ

K�1

= minfÆ

k

: 1 � k � Kg.

Dann gilt f

�

ur K � 3:

D

opt

7

9

N

:= minfD

J

: #J =

7

9

Ng =

7

9

Æ

K

Die 4/9-L

�

osung

Als n

�

ahstes betrahten wir wieder Szenariob

�

aume mit der Eigenshaft Æ

1

� ::: �

Æ

k

� ::: � Æ

K

, und leiten optimale Approximationsresultate her. Dazu de�nieren

wir f

�

ur Szenariob

�

aume mit Verzweigungsgrad 3 analog zu bin

�

aren B

�

aumen, was wir

unter Regularit

�

at verstehen wollen.
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De�nition 3.20 Ein gleihm

�

a�iger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 und K

Verzweigungsebenen hei�t regul

�

ar auf der k-ten Verzweigungsebene (1 � k < K),

falls gilt:

jÆ

k+1

� Æ

k

j �

1

p

K � k

Æ

k

: (3.15)

Ein Szenariobaum hei�t regul

�

ar, falls er regul

�

ar auf allen Verzweigungsebene ist.

Die De�nition der Regularit

�

at ist identish zum Fall bin

�

arer Szenariob

�

aume. Es gilt

folgende Aussage, eine leiht modi�zierte Variante von Lemma 3.16.

Lemma 3.21 F

�

ur einen gleihm

�

a�igen Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 gelte

f

�

ur die Verzweigungszahlen Æ

1

� ::: � Æ

K

. Desweiteren sei der Szenariobaum regul

�

ar

auf der ersten Verzweigungsebene. Dann gilt f

�

ur den Abstand zweier voneinander

vershiedener Szenarios:

k!

i

� !

j

k

2

� min

1�k�K

d

k

8i 6= j : i; j = 1; :::; N ; (3.16)

wobei d

k

de�niert ist als:

d

k

:=

q

(Æ

k

)

2

+ (K � k)(Æ

k+1

� Æ

k

)

2

:

Beweis: Der Beweis ist

�

ahnlih zu dem von Lemma 3.16. Sei !

i

6= !

j

beliebig

�xiert. Nah Formel (3.9) existiert Darstellung f

�

ur die Komponenten

!

k

i

=

k

X

l=1

Æ

l

i

und !

k

j

=

k

X

l=1

Æ

l

j

81 � k � K

mit Æ

k

i

; Æ

k

j

2 f�Æ

k

; 0; Æ

k

g und Æ

k

2 R

+

.

Wir setzen !̂ := !

i

� !

j

. F

�

ur die Komponenten von !̂ gilt:

!̂

k

= !

k

i

� !

k

j

=

k

X

l=1

(Æ

l

i

� Æ

l

j

) 81 � k � K:

Damit gilt !̂

k+1

= !̂

k

+ Æ

k+1

i

� Æ

k+1

j

f

�

ur alle k < K.

Sei k

0

� K der kleinste Index mit !̂

k

0

6= 0. Dann gilt:

j!̂

k

0

j = jÆ

k

0

i

� Æ

k

0

j

j =

�

Æ

k

0

; falls Æ

k

0

i

= 0 oder Æ

k

0

j

= 0

2Æ

k

0

; sonst

:

Aufgrund der Regularit

�

atseigenshaft gilt folgende Absh

�

atzung (*):

2(Æ

k

0

)

2

� 2(Æ

1

)

2

� (Æ

1

)

2

+ (K � 1)(Æ

2

� Æ

1

)

2

(nah (3.15))

= d

2

1

� min

1�k�K

d

2

k

Damit gelte j!̂

k

0

j = Æ

k

0

. Sonst gilt k!̂k

2

2

� 4(Æ

k

0

)

2

� d

2

1

mit (*).

Betrahten wir als n

�

ahstes !̂

k

0

+1

und untersheiden folgende F

�

alle:

1. Fall Æ

k

0

+1

i

= Æ

k

0

+1

j

:

Dann gilt !̂

k

0

+1

= !̂

k

0

. Es folgt mit obiger Absh

�

atzung (*): k!̂

k

0

k

2

2

� 2(Æ

k

0

)

2

� d

2

1

.

2. Fall Æ

k

0

+1

i

6= Æ

k

0

+1

j

:
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Hier ist nur der Fall j!̂

k

0

+1

j = jj!̂

k

0

j � Æ

k

0

+1

j interessant, da sonst j!̂

k

0

+1

j � Æ

k

0

+1

gilt, was mit Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

wiederum zu k!̂

k

0

k

2

2

� 2(Æ

k

0

)

2

f

�

uhrt. Es gelte also nun:

j!̂

k

0

+1

j = jj!̂

k

0

j � Æ

k

0

+1

j = jÆ

k

0

+1

� Æ

k

0

j

Betrahten wir die weiteren Komponenten von !̂ und nehmen an, es existiert ein

Index l

0

mit k

0

+ 1 < l

0

� K und Æ

l

0

i

6= Æ

l

0

j

. Sei l

0

o.B.d.A. wieder minimal, d.h. es

gelte Æ

l

i

= Æ

l

j

f

�

ur alle k

0

+ 1 < l < l

0

. Dann gilt:

j!̂

l

0

j = j!̂

k

o

+1

+ Æ

l

0

i

� Æ

l

0

j

j

� jj!̂

k

o

+1

j � jÆ

l

0

i

� Æ

l

0

j

jj

� Æ

l

0

� (Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

)

� Æ

k

0

:

Damit gilt erneut k!̂k

2

2

� 2(Æ

k

0

)

2

und wir k

�

onnen Absh

�

atzung (*) anwenden.

Gibt es dagegen keinen solhen Index l

0

, so gilt:

j!̂

l

j = j!̂

k

0

+1

j 8l � k

0

+ 1;

und wir erhalten shlie�lih:

k!̂k

2

2

= (!̂

k

0

)

2

+ (K � k

0

)(!̂

k

0

+1

)

2

= (Æ

k

0

)

2

+ (K � k

0

)(Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

)

2

= d

2

k

0

� min

1�k�K

d

2

k

:

Damit haben wir auh hier gezeigt, da� in jedem Fall k!̂k

2

� min

1�k�K

d

k

gilt.

2

Folgerung 3.22 Wird das Minimum min

1�k�K

d

k

in K angenommen, so gilt:

D

opt

2

3

N

:= minfD

J

: #J =

2

3

Ng =

2

3

d

K

=

2

3

Æ

K

Beweis: Wir setzen J




= f!

i

: Æ

K

i

6= 0g und J = fi : !

i

2 J




g. Die Indexmenge J

ist optimal und es gilt #J =

2

3

N und D

J

=

2

3

Æ

K

.

2

Als n

�

ahstes wollen wir einen analogen Satz zu Satz 3.17 des bin

�

aren Falls formu-

lieren.

Satz 3.23 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.21 und es sei K � 3. Dann

gilt f

�

ur jede Anzahl M 2 N mit 1 �M �

4

9

N :

D

opt

M

= minfD

J

: #J =Mg =

M

N

min

1�k�K

d

k

; (3.17)

wobei d

k

wie in Lemma 3.21 de�niert als d

k

=

p

(Æ

k

)

2

+ (K � k)(Æ

k+1

� Æ

k

)

2

.

Beweis: Sei k

0

2 arg min

1�k�K

d

k

�xiert und o.B.d.A. k

0

< K. (Sonst ist nah Folge-

rung 3.22 Satz bereits bewiesen.)

Wir suhen nah einer disjunkten Zerlegung des Szenarioraums 
 = J




[ J

�




, wo-

bei J




wiederum die Menge der zu eliminierenden Szenarios beshreiben soll. Die
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Zerlegung soll so erfolgen, da� gilt: Zu jedem !

i

2 J




existiert ein !̂

i

2 J

�




mit

k!

i

� !̂

i

k

2

= d

k

0

. Betrahten wir folgende Mengen:

J




:= f!

i

: Æ

k

0

i

6= Æ

k

0

+1

i

; Æ

k

0

+1

i

6= 0g und J

�




:= 
nJ




Sei !

i

2 J




beliebig �xiert. Wir de�nieren dazu ein !̂

i

mit der Darstellung !̂

k

i

=

k

P

l=1

^

Æ

l

i

und folgender Eigenshaft:

^

Æ

l

i

= Æ

l

i

, falls l 6= k

0

und l 6= k

0

+ 1 ;

^

Æ

k

0

i

=

8

<

:

0 ; falls Æ

k

0

i

6= 0

�Æ

k

0

; falls Æ

k

0

i

= 0 und Æ

k

0

+1

i

= �Æ

k

0

+1

Æ

k

0

; falls Æ

k

0

i

= 0 und Æ

k

0

+1

i

= Æ

k

0

+1

;

^

Æ

k

0

+1

i

= 0 :

Damit ist !̂

i

2 J

�




und es gilt nah Konstruktion:

k!

i

� !̂

i

k

2

2

= j!

k

0

i

� !̂

k

0

i

j

2

+ (K � k

0

)j!

k

0

+1

i

� !̂

k

0

+1

i

j

2

= jÆ

k

0

i

�

^

Æ

k

0

i

j

2

+ (K � k

0

)jÆ

k

0

i

+ Æ

k

0

+1

i

�

^

Æ

k

0

i

�

^

Æ

k

0

+1

i

j

2

= jÆ

k

0

j

2

+ (K � k

0

)jÆ

k

0

� Æ

k

0

+1

j

2

= d

2

k

0

Die Anzahl der Elemente von J




l

�

a�t sih kombinatorish errehnen:

#J




=

2

3

2

3

N =

4

9

N

Lemma 3.17 und Satz 3.3 liefern f

�

ur J = fi : !

i

2 J




g die Behauptung.

2

q

q

qqqqq

qq

�

�

�

�

�

�

�

�

Bild: Shematishe Darstellung von J

�




Æ

k

0

Æ

k

0

+1

Die 16/27-L

�

osung

In Hinblik auf das letzte Kapitel soll obiges Resultat noh erweitert werden. Dazu

formulieren wir folgenden Satz.

Satz 3.24 Es sei ein Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3 mit Æ

1

� ::: � Æ

K

und

k � 3 gegeben. F

�

ur einen Index k

0

2 arg min

1�k�K

d

k

gelte (1 � k

0

� K � 2):

(1) Der Szenariobaum sei regul

�

ar auf den Ebenen 1 und k

0

+ 1;

(2) Æ

k

0

+2

� Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

;

(3) (Æ

k

0

)

2

+ (Æ

k

0

+1

)

2

� d

2

k

0

+1

;

(4) 2(Æ

k

0

)

2

� (Æ

k

0

+1

)

2

;

(5) d

k

0

+1

� d

1

; falls k

0

> 1:

Dann gilt f

�

ur jede Zahl M 2 N mit 0 �M �

4

27

N :

D

opt

(

4

9

+M)

=

4

9

� d

k

0

+M � d

k

0

+1

; (3.18)

wobei d

k

=

p

(Æ

k

)

2

+ (K � k)(Æ

k+1

� Æ

k

)

2

wie bisher.
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Beweis: Seien als erstes !

i

6= !

j

beliebig vorgegeben und !̂ = !

i

� !

j

gesetzt.

Die Voraussetzungen von Lemma 3.21 sind erf

�

ullt. Shauen wir auf den Beweis des

Lemmas. Wir gehen genauso vor wie in diesem Beweis. Es gen

�

ugt, sih hier wegen

(5) auf den Fall zu beshr

�

anken, da� der erste auftretende Index mit j!̂

k

j 6= 0 gerade

k

0

ist. Der Beweis zeigt zum einen, da� dann gilt:

k!̂k

2

2

= d

2

k

0

, falls j!̂

k

0

j = Æ

k

0

und j!̂

k

0

j = Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

f

�

ur l � k

0

: (3.19)

Zum anderen wurde gezeigt, da� sonst gilt:

k!̂k

2

2

�

�

4(Æ

k

0

)

2

; falls j!̂

k

0

j = 2Æ

k

0

2(Æ

k

0

)

2

; falls j!̂

k

0

j = Æ

k

0

und j!̂

l

j 6= Æ

k

0

+1

� Æ

k

0

f

�

ur ein l 6= k

0

:

Die untere Ungleihung resultierte aus 2 F

�

allen. Im Fall 1 des Beweises zu Lemma

3.21 l

�

a�t sih aufgrund der Monotonie der Werte Æ

1

� ::: � Æ

K

die Absh

�

atzung

wie folgt versh

�

arfen:

k!̂k

2

2

� 2(Æ

k

0

)

2

+ (K � 2)(Æ

k

0

+2

� Æ

k

0

)

2

� (Æ

k

0

+1

)

2

+ (K � 2)(Æ

k

0

+2

� Æ

k

0

+1

)

2

= d

2

2

(nah Vor. (2))

Im Fall 2 des Beweises zu Lemma 3.21 l

�

a�t sih die dort vorgenommene Absh

�

atzung

f

�

ur j!

k

0

+1

j � Æ

k

0

+1

verwenden, oder aber j!

l

0

j � Æ

k

0

aufgrund der Zusatzvoraus-

setzung (2) zu j!

l

0

j � Æ

k

0

+1

verbessern. Damit gilt in jedem Fall:

k!̂k

2

2

� (Æ

k

0

)

2

+ (Æ

k

0

+1

)

2

� d

2

k

0

+1

(nah Vor. (3)):

Mit Voraussetzung (4) gilt wegen der Regularit

�

at auf der Ebene k

0

+1 auh 4(Æ

k

0

)

2

�

2(Æ

k

0

+1

)

2

� d

2

k

0

+1

. Insgesamt haben wir damit bis jetzt gezeigt, da� entweder Be-

ziehung (3.19) oder k!̂k

2

� d

k

0

+1

gilt. Dabei gilt d

k

0

� d

k

0

+1

wegen Voraussetzung

(2).

Wir wollen als n

�

ahstes dieselbe Menge J




aus dem Beweis von Satz 3.23 herneh-

men. Es war:

J




:= f!

i

: Æ

k

0

i

6= Æ

k

0

+1

i

; Æ

k

0

+1

i

6= 0g

Wir setzen zus

�

atzlih:

J

1




:= f!

i

: Æ

k

0

i

= Æ

k

0

+1

i

6= 0; Æ

k

0

+2

i

= �sign(Æ

k

0

i

)Æ

k

0

+2

g und

J

2




:= f!

i

: Æ

k

0

i

= Æ

k

0

+1

i

6= 0; Æ

k

0

+2

i

= 0g:

Es gilt #J




=

4

9

N sowie #J

1




= #J

2




=

2

27

N . O�enbar sind alle drei Mengen

paarweise disjunkt. Wir setzen:

J

�




= 
n(J




[ J

1




[ J

2




):

Analog zu Satz 3.23 l

�

a�t sih f

�

ur jedes !

i

2 J




ein !̂

i

2 J

�




mit k!

i

� !̂

i

k

2

= d

k

0

bzw. f

�

ur jedes !

i

2 J

1=2




ein !̂

i

2 J

�




mit k!

i

� !̂

i

k

2

= d

k

0

+1

�nden.

q

q

qqqqq

qq

q q q q qq q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Æ

k

0

Æ

k

0

+2

Æ

k

0

+1

Bild: Shematishe Darstellung von J

�
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Setzen wir als Indexmenge J = fi : !

i

2 J




[ J

1




[ J

2




g und nutzen die optimale

Neuverteilung von Satz 3.3, so gilt mit dem oben gezeigten:

D

J

=

4

9

d

k

0

+

4

27

d

k

0

+1

:

Es bleibt zu zeigen, da� die Indexmenge J optimal ist. Dazu gen

�

ugt es zu zeigen,

da� die Szenariomenge J




maximal ist, d.h. f

�

ur eine beliebige Szenariomenge J

0




mit #J

0




>

4

9

N gilt: Es existiert ein !

0

2 J

0




mit k!

0

�!k

2

> d

k

0

f

�

ur alle ! 2 
nJ

0




.

Wir betrahten s

�

amtlihe Szenariopaare, deren Di�erenz die Beziehung (3.19) erf

�

ullt.

Das sind genau solhe Szenariopaare, deren Verzweigungen sih nur auf der k

0

-ten

und (k

0

+ 1)-ten Ebene komplement

�

ar zueinander um gerade Æ

k

0

bzw. Æ

k

0

+1

un-

tersheiden. Das folgende Bild veranshauliht die m

�

oglihe Anordnung von je zwei

dieser Szenarios bzgl. eines Knotens.

q

q

q

qq

q

qq

q

q

q

q

q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Æ

k

0

Æ

k

0

+1

(1) (2) (3)

Bild: Shematishe Darstellung aller Szenariopaare aus (3.19)

Es lassen sih im Fall (1) und (3) jeweils maximal 3

K�(k

0

+1)

und im Fall (2) ma-

ximal 2 � 3

K�(k

0

+1)

Szenarios ausw

�

ahlen. Da dies f

�

ur jeden Knoten gilt, k

�

onnen

insgesamt 3

k

0

�1

(2 � 3

K�(k

0

+1)

+ 2 � 3

K�(k

0

+1)

) = 4 � 3

K�2

=

4

9

� 3

K

=

4

9

N Szenarios

ausgew

�

ahlt werden. Damit ist gezeigt, da� J




wirklih maximal ist und damit auh

D

J

den optimalen Abstand liefert.

Betrahten wir shlie�lih eine entsprehende Teilmengen von J

1=2




, so folgt f

�

ur be-

liebige Zahlen M <

4

27

N die Behauptung.

2

Die S

�

atze 3.23 und 3.24 gestatten es uns, unter angegebenen Voraussetzungen, bis

hin zu einer Reduktionstiefe von

16

27

, eine optimale Reduktionsl

�

osung des allgemeinen

Problems (3.3) zu �nden. Im Fall von beispielsweiseK = 6 Verzweigungsebenen und

insgesamt N = 729 Szenarios k

�

onnen wir anhand der Formeln (3.17) und (3.18)

den optimalen Fortet-Mourier Abstand f

�

ur das optimale Eliminieren von bis zu 432

Szenarios berehnen.

Dar

�

uberhinaus liefern die S

�

atze eine konstruktive L

�

osung zur Bestimmung des op-

timalen reduzierten Szenariobaums.

In den folgenden numerishen Tests wird auh ein solher Szenariobaum eine Rolle

spielen, der die Voraussetzungen von Satz 3.23 erf

�

ullt.



Kapitel 4

Numerishe Ergebnisse

Ziel in diesem Kapitel ist es, die in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen numerish

zu testen. Dabei sollen anhand vershiedener Szenariob

�

aume Vergleihe speziell zwi-

shen dem Bakward- und Forward-Algorithmus durhgef

�

uhrt werden. Besondere

Aufmerksamkeit liegt dabei nat

�

urlih auf der G

�

ute der jeweiligen Bakward- und

Forward-Approximation des reduzierten Szenariobaums in Bezug auf den gegebe-

nen Szenariobaum. Aber auh die Rehenzeit sowie die Verteilung der Szenarios im

reduzierten Baum werden eine Rolle spielen.

Bei den numerishen Tests wird f

�

ur vorgegebene Szenariob

�

aume das Verhalten der

Algorithmen bei der Reduktion untersuht. Dabei wird die Anzahl der Szenarios im

reduzierten Baum variiert.

Zum Vergleih der G

�

ute f

�

uhren wir einen relativen Abstand zwishen dem reduzier-

ten und originalen Szenariobaum ein (analog zu [5℄, Abshnitt 4).

Es sei D(J; q) = �



(P;Q) und D

J

= minfD(J ; q) : q

j

� 0;

P

j 62J

q

j

= 1g wie in Kapitel

3 der Fortet-Mourier Abstand zwishen den Ma�en P und Q bzw. der minimale

Fortet-Mourier Abstand bei vorgegebener Indexmenge J � f1; :::; Ng. Dann sei

mit:

�



(P; Æ

!

i

�

) = minfD

J

: #J = N � 1g (4.1)

der minimale Abstand eines einzigen Szenarios zum gesamten Szenariobaum be-

zeihnet. Dabei sei !

i

�

dasjenige Szenario, bei dem dieser minimale Abstand ange-

nommen wird. Æ

!

i

�

sei das zugeh

�

orige Dira-Ma�.

Den relativen Abstand de�nieren wir nun als Quotient:

�

rel



(P;Q) :=

�



(P;Q)

�



(P; Æ

!

i

�

)

: (4.2)

Um weitere Vergleihe durhf

�

uhren zu k

�

onnen, wird zum einen die Formel aus Satz

3.5 zur Bestimmung einer unteren Shranke f

�

ur den jeweilig berehneten relativen

Abstand herangezogen. Zum anderen werden auh die Formeln aus Abshnitt 3.5

berehnet, die in speziellen F

�

allen den optimalen, d.h. bestm

�

oglihen relativen Ab-

stand bestimmen.

Die Algorithmen sind in der Programmiersprahe C++ implementiert. Die Bereh-

nungen erfolgten auf einem Rehner, ausgestattet mit einem AMD-K6 Prozessor

mit 200 MHz.
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4.1 Anwendung auf bin

�

are Szenariob

�

aume

Wir wollen hier das Verhalten des Bakward- und Forward-Algorithmus am Beispiel

zweier gleihm

�

a�iger bin

�

arer Szenariob

�

aume untersuhen.

Beide Szenariob

�

aume haben 10 Verzweigungsebenen. Also repr

�

asentieren die B

�

aume

insgesamt 1024 vershiedene Szenarios gleiher Wahrsheinlihkeit

1

1024

. Bei diesen

Beispielen werden speziell Folgerung 3.14 und Satz 3.17 aus Abshnitt 3.5.1 zur

Anwendung kommen, die uns den optimalen Abstand beim Eliminieren der H

�

alfte

bzw. eines Viertels der Szenarios liefern.

Beispiel 4.1

Gleihm

�

a�iger bin

�

arer Szenariobaum mit

- K = 10 Verzweigungsebenen,

- N = 1024 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (Æ

1

; :::; Æ

10

) = (0:5; 0:6; 0:7; 0:9; 1:1; 1:3; 1:6; 1:9; 2:3; 2:7).

-10

-5

0

5

10

Abbildung 1: Szenariobaum Beispiel 4.1

F

�

ur diesen Szenariobaum sind die Voraussetzungen von Lemma 3.16 erf

�

ullt, denn es

gilt o�enbar Æ

1

� ::: � Æ

10

und es liegt Regularit

�

at auf der ersten Verzweigungsebene

vor (Bedingung (3.11) erf

�

ullt). Das erm

�

ogliht uns, nah Satz 3.17 den optimalen

Abstand bis zu einer Reduktion von 256 Szenarios explizit zu berehnen.

Die Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse des Bakward- und Forward-Algorithmus ange-

wandt auf das Beispiel 4.1 bei einer Vielzahl von Reduktionstiefen. Die erste Spalte

der Tabelle gibt dabei die Anzahl der sih nah der Szenarioreduktion noh im re-

duzierten Szenariobaum be�ndlihen Szenarios an. In den folgenden Spalten sind

die zugeh

�

origen relativen Fortet-Mourier Abst

�

ande f

�

ur die L

�

osungen des Bakward-

und Forward-Algorithmus aufgef

�

uhrt sowie die dazu ben

�

otigten Rehenzeiten.

Desweiteren ist in Tabelle 1 eine untere Shranke f

�

ur die relativen Abst

�

ande auf-

gef

�

uhrt, die nah Satz 3.5 berehnet wurde. In der letzten Spalte sind die nah

Satz 3.17 bis zu einer Reduktion von 256 Szenarios berehneten optimalen relativen

Abst

�

ande zu sehen.

Die Tabelle zeigt, da� beide Algorithmen gute Ergebnisse liefern. Dabei ist der

Bakward-Algorithmus, gerade beim Eliminieren nur weniger Szenarios, deutlih

shneller. Das ist nah der Komplexit

�

atsbetrahtung in 3.4.1 auh niht anders zu

erwarten gewesen.
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Anzahl Bakward Forward Untere Optimaler

Szenarios �

rel



-Abstand Zeit �

rel



-Abstand Zeit Shranke Wert

1 134.49 % 9 s 100.00 % 3 s 20.08 % 100.00 %

2 90.73 % 9 s 85.05 % 4 s 20.04 % *

3 75.56 % 9 s 70.35 % 5 s 20.00 % *

4 73.15 % 9 s 66.86 % 5 s 19.97 % *

5 69.03 % 9 s 64.11 % 6 s 19.93 % *

6 67.67 % 9 s 61.76 % 7 s 19.89 % *

7 64.50 % 9 s 59.73 % 8 s 19.85 % *

8 62.59 % 9 s 57.75 % 8 s 19.81 % *

9 61.80 % 9 s 56.06 % 9 s 19.78 % *

10 61.33 % 9 s 54.68 % 10 s 19.74 % *

14 55.54 % 9 s 50.08 % 13 s 19.59 % *

20 50.10 % 9 s 45.76 % 17 s 19.36 % *

30 44.12 % 9 s 40.74 % 24 s 18.99 % *

40 41.36 % 9 s 37.37 % 32 s 18.64 % *

50 37.52 % 9 s 34.83 % 39 s 18.30 % *

100 28.36 % 9 s 26.56 % 71 s 16.81 % *

150 24.03 % 8 s 22.15 % 101 s 15.49 % *

200 19.83 % 8 s 18.75 % 128 s 14.28 % *

250 17.20 % 8 s 16.21 % 151 s 13.20 % *

300 15.02 % 8 s 14.01 % 172 s 12.11 % *

400 11.46 % 7 s 10.83 % 205 s 10.00 % *

500 8.64 % 6 s 8.27 % 229 s 7.90 % *

512 8.34 % 6 s 7.99 % 231 s 7.64 % *

550 7.52 % 6 s 7.18 % 238 s 7.04 % *

577 6.93 % 6 s 6.62 % 242 s 6.61 % *

578 6.91 % 6 s 6.59 % 242 s 6.59 % *

600 6.45 % 6 s 6.25 % 245 s 6.25 % *

610 6.24 % 6 s 6.09 % 247 s 6.09 % *

620 6.03 % 6 s 5.93 % 248 s 5.93 % *

630 5.82 % 6 s 5.77 % 249 s 5.77 % *

638 5.65 % 6 s 5.64 % 250 s 5.64 % *

639 5.63 % 6 s 5.63 % 250 s 5.63 % *

640 5.61 % 5 s 5.61 % 250 s 5.61 % *

650 5.45 % 5 s 5.45 % 251 s 5.45 % *

700 4.66 % 5 s 4.66 % 256 s 4.66 % *

750 3.86 % 5 s 3.86 % 259 s 3.86 % *

767 3.59 % 5 s 3.59 % 260 s 3.59 % *

768 3.58 % 4 s 3.58 % 260 s 3.58 % 3.58 %

775 3.48 % 4 s 3.48 % 260 s 3.48 % 3.48 %

800 3.13 % 4 s 3.13 % 261 s 3.13 % 3.13 %

Tabelle 1: Szenarioreduktion Beispiel 4.1
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Dennoh ist auh die Rehenzeit des Forward-Algorithmus mit 261 Sekunden, bei

einer Reduktion auf 800 Szenarios, sehr akzeptabel. Das Anwahsen der Rehen-

zeiten, bei zunehmender Zahl von Szenarios im reduzierten Baum, ist niht einmal

linear.

Bei den berehneten relativen Abst

�

anden liefert der Forward-Algorithmus etwas

bessere Ergebnisse. Leider ist die untere Shranke nur bei wenig reduzierten Szena-

riob

�

aumen hilfreih. Die untere Shranke erweist sih in stark reduzierten B

�

aumen

als zu grobe Absh

�

atzung. So ist klar, da� bei der Reduktion auf ein einziges Sze-

nario der relative optimale Abstand nah (4.2) exakt 100% sein mu�. Die untere

Shranke berehnet hier aber einen Wert von gerade einmal 20.08%.

�

Uberrashend mag ersheinen, da� bei der Reduktion von 50% der Szenarios nur

etwa 8% der relativen Genauigkeit verloren geht. Es existiert sogar ein reduzierter

Szenariobaum mit nur rund 1.5% der Szenarios, der noh eine relative Genauig-

keit von rund 50% besitzt. Zu

�

ahnlihen Ergebnissen, was die relative Genauigkeit

betri�t, f

�

uhrten auh die numerishen Tests in [5℄.

Beispiel 4.2

Gleihm

�

a�iger bin

�

arer Szenariobaum mit

- K = 10 Verzweigungsebenen,

- N = 1024 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (Æ

1

; :::; Æ

10

) = (2:0; 1:8; 1:6; 1:5; 1:4; 1:3; 1:3; 1:2; 1:1; 1:0).

-10

-5
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Abbildung 2: Szenariobaum Beispiel 4.2

Dieses Beispiel ist so gew

�

ahlt, da� Folgerung 3.14 zur Anwendung kommen kann.

Es gilt Æ

10

� Æ

k

, f

�

ur alle 1 � k � K. Damit l

�

a�t sih der optimale Abstand niht

mehr nur bis zu einer Reduktionstiefe von 256, sondern bis zu einer Reduktionstiefe

von immerhin 512 Szenarios berehnen.

Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse der Berehnungen des Bakward- und Forward-

Algorithmus in analoger Form zu Beispiel 4.1. Auh hier sind die unteren Shranken

und gegebenenfalls der optimale Abstand aufgef

�

uhrt.

Die Rehenergebnisse best

�

atigen die Resultate von Beispiel 4.1. Auh hier gibt der

Forward-Algorithmus die etwas besseren Ergebnisse, auf Kosten des h

�

oheren Zeit-

aufwands.

Interessant in diesem speziellen Szenariobaum ist die Beobahtung, da� bei der

Reduktion auf die H

�

alfte der Szenarios sowohl die algorithmish berehneten Werte
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Anzahl Bakward Forward Untere Optimaler

Szenarios �

rel



-Abstand Zeit �

rel



-Abstand Zeit Shranke Wert

1 103.04 % 6 s 100.00 % 3 s 19.83 % 100.00 %

2 76.09 % 6 s 76.48 % 4 s 19.80 % *

3 65.49 % 6 s 60.33 % 5 s 19.77 % *

4 61.41 % 6 s 56.47 % 5 s 19.74 % *

5 57.48 % 6 s 53.65 % 6 s 19.72 % *

6 53.44 % 6 s 50.83 % 7 s 19.69 % *

7 51.35 % 6 s 48.53 % 8 s 19.66 % *

8 49.22 % 6 s 47.06 % 8 s 19.63 % *

9 48.03 % 6 s 45.66 % 9 s 19.61 % *

10 46.35 % 6 s 44.38 % 10 s 19.58 % *

15 42.72 % 6 s 40.50 % 14 s 19.45 % *

20 39.96 % 6 s 37.92 % 17 s 19.32 % *

30 36.20 % 6 s 34.40 % 24 s 19.07 % *

40 33.58 % 6 s 31.93 % 32 s 18.83 % *

50 31.92 % 6 s 30.01 % 39 s 18.60 % *

60 30.01 % 6 s 28.46 % 45 s 18.37 % *

70 28.71 % 6 s 27.17 % 52 s 18.14 % *

80 27.57 % 6 s 25.99 % 59 s 17.90 % *

90 26.56 % 6 s 25.00 % 65 s 17.67 % *

100 25.54 % 6 s 24.12 % 71 s 17.44 % *

150 22.26 % 6 s 20.61 % 101 s 16.33 % *

200 19.54 % 6 s 18.09 % 128 s 15.26 % *

250 17.16 % 5 s 16.04 % 152 s 14.19 % *

300 15.43 % 5 s 14.39 % 174 s 13.20 % *

350 13.63 % 5 s 12.96 % 193 s 12.22 % *

400 12.00 % 5 s 11.69 % 209 s 11.25 % *

446 10.61 % 5 s 10.59 % 223 s 10.35 % *

447 10.57 % 5 s 10.57 % 223 s 10.33 % *

450 10.50 % 5 s 10.50 % 224 s 10.27 % *

500 9.34 % 5 s 9.34 % 236 s 9.29 % *

509 9.13 % 5 s 9.13 % 238 s 9.12 % *

510 9.10 % 5 s 9.10 % 239 s 9.10 % *

511 9.08 % 5 s 9.08 % 239 s 9.08 % *

512 9.06 % 5 s 9.06 % 239 s 9.06 % 9.06 %

550 8.39 % 5 s 8.39 % 247 s 8.39 % 8.39 %

600 7.50 % 5 s 7.50 % 256 s 7.50 % 7.50 %

650 6.62 % 5 s 6.62 % 262 s 6.62 % 6.62 %

700 5.73 % 4 s 5.73 % 268 s 5.73 % 5.73 %

750 4.85 % 4 s 4.85 % 271 s 4.85 % 4.85 %

800 3.96 % 4 s 3.96 % 274 s 3.96 % 3.96 %

Tabelle 2: Szenarioreduktion Beispiel 4.2
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f

�

ur den Fortet-Mourier Abstand als auh die Abst

�

ande der unteren Shranke und

des Optimalwertes exakt

�

ubereinstimmen.

4.2 Anwendung auf Szenariob

�

aume mit Verzwei-

gungsgrad 3

Im folgenden soll das Verhalten der beiden Algorithmen am Beispiel zweier gleihm

�

a�i-

ger Szenariob

�

aume mit Verzweigungsgrad 3 untersuht werden. Dazu gehen wir

genauso vor wie bei den bin

�

aren Szenariob

�

aumen.

Die jetzt als Beispiel dienenden Szenariob

�

aume haben 6 Verzweigungsebenen und

damit insgesamt 729 vershiedene Szenarios gleiher Wahrsheinlihkeit

1

729

. Zur

Anwendung werden nun die Ergebnisse der Theorie in Abshnitt 3.5.2 kommen.

Zun

�

ahst wird ein Szenariobaum betrahtet, der die Voraussetzungen der S

�

atze 3.23

und 3.24 erf

�

ullt, die zu Satz 3.17 im bin

�

aren Fall analogen Resultate. Danah wird

im Beispiel 4.4 die Szenarioreduktion auf einen speziellen Szenariobaum angewandt,

der die Voraussetzung von Folgerung 3.19 erf

�

ullt.

Beispiel 4.3

Gleihm

�

a�iger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3

- K = 6 Verzweigungsebenen,

- N = 729 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (Æ

1

; :::; Æ

6

) = (0:7; 0:9; 1:2; 1:5; 2:6; 3:3).

-10

-5
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Abbildung 3: Szenariobaum Beispiel 4.3

F

�

ur diesen Szenariobaum sind zum einen die Voraussetzungen von Lemma 3.21

erf

�

ullt, insbesondere gilt Æ

1

� ::: � Æ

6

und Regularit

�

at auf der ersten Verzweigungs-

ebene. Damit l

�

a�t sih Satz 3.23 anwenden.

Desweiteren gilt d

1

= minfd

k

: 1 � k � Kg und es sind f

�

ur den Index k

0

= 1

s

�

amtlihe Voraussetzungen (1) bis (5) aus Satz 3.24 erf

�

ullt.

Damit lassen sih Resultate der S

�

atze 3.23 und 3.24 anwenden. Das erm

�

ogliht uns,

den optimalen Abstand nah den dort hergeleiteten Formeln (3.17) und (3.18) bis

zu einer Reduktion von 432 Szenarios explizit zu berehnen.
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Anzahl Bakward Forward Untere Optimaler

Szenarios �

rel



-Abstand Zeit �

rel



-Abstand Zeit Shranke Wert

1 118.87 % 3 s 100.00 % 1 s 21.23 % 100.00 %

2 80.33 % 3 s 83.54 % 2 s 21.18 % *

3 77.89 % 3 s 67.08 % 2 s 21.13 % *

4 73.76 % 3 s 63.60 % 2 s 21.09 % *

5 70.85 % 3 s 60.13 % 3 s 21.04 % *

6 62.63 % 3 s 57.62 % 3 s 20.99 % *

7 59.17 % 3 s 55.11 % 3 s 20.94 % *

8 54.96 % 3 s 53.00 % 4 s 20.90 % *

9 52.88 % 3 s 50.88 % 4 s 20.85 % *

10 51.44 % 3 s 49.79 % 5 s 20.80 % *

15 45.41 % 3 s 45.03 % 6 s 20.56 % *

20 42.02 % 3 s 41.30 % 8 s 20.33 % *

30 36.81 % 3 s 35.97 % 12 s 19.88 % *

31 36.35 % 3 s 35.53 % 12 s 19.83 % *

40 33.06 % 3 s 32.34 % 15 s 19.45 % *

50 30.14 % 3 s 29.86 % 19 s 19.06 % *

60 28.28 % 3 s 28.10 % 22 s 18.67 % *

63 27.75 % 3 s 27.60 % 23 s 18.55 % *

70 26.91 % 3 s 26.48 % 25 s 18.28 % *

80 25.45 % 3 s 24.94 % 28 s 17.89 % *

90 24.18 % 3 s 23.66 % 31 s 17.52 % *

100 23.33 % 3 s 22.56 % 34 s 17.16 % *

110 22.24 % 3 s 21.48 % 37 s 16.80 % *

120 21.28 % 3 s 20.51 % 39 s 16.43 % *

127 20.79 % 3 s 19.91 % 41 s 16.18 % *

130 20.49 % 3 s 19.68 % 42 s 16.07 % *

140 19.63 % 3 s 18.99 % 45 s 15.71 % *

150 18.91 % 3 s 18.35 % 47 s 15.35 % *

200 15.95 % 3 s 15.33 % 58 s 13.60 % *

250 13.32 % 3 s 12.95 % 67 s 12.11 % *

296 11.19 % 2 s 10.93 % 74 s 10.73 % *

297 11.14 % 2 s 10.88 % 75 s 10.70 % 10.70 %

300 11.01 % 2 s 10.77 % 75 s 10.61 % 10.61 %

317 10.31 % 2 s 10.11 % 77 s 10.10 % 10.10 %

318 10.27 % 2 s 10.07 % 77 s 10.07 % 10.07 %

349 9.15 % 2 s 9.14 % 81 s 9.14 % 9.14 %

350 9.11 % 2 s 9.11 % 81 s 9.11 % 9.11 %

400 7.61 % 2 s 7.61 % 86 s 7.61 % 7.61 %

500 5.27 % 2 s 5.27 % 91 s 5.27 % 5.27 %

600 2.97 % 2 s 2.97 % 93 s 2.97 % 2.97 %

Tabelle 3: Szenarioreduktion Beispiel 4.3
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Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse des Bakward- und Forward-Algorithmus, angewandt

auf das Beispiel 4.3, wiederum bei einer Vielzahl von Reduktionstiefen. Die untere

Shranke ist wie gehabt nah Satz 3.5 berehnet worden.

Auh hier best

�

atigen sih die bisher gesammelten Ergebnisse. Der Forward-Algorithmus

liefert die besseren Fortet-Mourier Abst

�

ande des reduzierten Szenariobaums. Er be-

rehnet bei einer Reduktion von 411 Szenarios von urspr

�

unglih 729 auf 318 Szena-

rios immer noh den optimalen Abstand, wie Tabelle 3 zeigt.

Selbst die Rehenzeit des Forward-Algorithmus liegt auh bei geringeren Reduktio-

nen klar unter 2 Minuten. Bei nur wenigen Szenarios im reduzierten Baum liegt die

Rehenzeit, wie beim Bakward-Algorithmus, bei nur wenigen Sekunden.

�

Ahnlih wie im bin

�

aren Fall besitzen selbst wenige Szenarios noh eine hohe relative

Genauigkeit. So hat die im Forward-Algorithmus erzeugte Szenariomenge mit 10

Szenarios eine relative Genauigkeit von rund 50%.

Beispiel 4.4

Gleihm

�

a�iger Szenariobaum mit Verzweigungsgrad 3

- K = 6 Verzweigungsebenen,

- N = 729 Szenarios,

- Verzweigungszahlen: (Æ

1

; :::; Æ

6

) = (2:5; 2:1; 1:7; 1:4; 1:2; 1:2).

-10

-5

0

5

10

Abbildung 4: Szenariobaum Beispiel 4.4

Dieses Beispiel ist so konstruiert, da� die Voraussetzungen von Folgerung 3.19 erf

�

ullt

sind. Damit l

�

a�t sih der optimale Abstand bei der Szenarioreduktion bis zu einer

Reduktion von 567 Szenarios explizit berehnen.

Tabelle 4 zeigt die numerishen Ergebnisse vershiedener Reduktionen f

�

ur dieses

Beispiel.

Au�

�

allig und vielleiht

�

uberrashend ist hier, da� in einigen F

�

allen der Bakward-

Algorithmus die bessere Ergebnisse erzielt. So liefert der Bakward-Algorithmus, im

Bereih der Reduktion auf 148 bis 247 Szenarios, die besseren relativen Abst

�

ande.

Ansonsten tre�en die Aussagen der bisherigen Untersuhungen auh auf dieses Bei-

spiel zu. Beispiel 4.4 maht aber eines deutlih: Auh der Bakward-Algorithmus

kann in gewissen Situationen die besseren Resultate liefern. Hinzu kommt die kon-

stant gute Geshwindigkeit dieses Algorithmus.
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Anzahl Bakward Forward Untere Optimaler

Szenarios �

rel



-Abstand Zeit �

rel



-Abstand Zeit Shranke Wert

1 121.95 % 2 s 100.00 % 1 s 18.93 % 100.00 %

2 78.10 % 2 s 78.32 % 2 s 18.90 % *

3 63.08 % 2 s 56.64 % 2 s 18.86 % *

4 56.13 % 2 s 53.53 % 2 s 18.83 % *

5 52.85 % 2 s 50.43 % 3 s 18.79 % *

6 49.75 % 2 s 47.43 % 3 s 18.75 % *

7 47.33 % 2 s 44.43 % 3 s 18.72 % *

8 45.31 % 2 s 42.88 % 4 s 18.68 % *

9 44.33 % 2 s 41.32 % 4 s 18.65 % *

10 43.43 % 2 s 40.26 % 4 s 18.61 % *

15 39.06 % 2 s 36.00 % 6 s 18.43 % *

20 35.12 % 2 s 33.28 % 8 s 18.25 % *

31 30.65 % 2 s 28.92 % 12 s 17.88 % *

40 28.36 % 2 s 26.75 % 15 s 17.61 % *

50 26.72 % 2 s 24.92 % 18 s 17.31 % *

63 24.72 % 2 s 22.97 % 23 s 16.92 % *

80 22.27 % 2 s 20.80 % 28 s 16.41 % *

100 20.29 % 2 s 19.01 % 34 s 15.90 % *

127 17.94 % 2 s 17.26 % 41 s 15.22 % *

147 16.17 % 2 s 16.16 % 47 s 14.71 % *

148 16.07 % 2 s 16.12 % 47 s 14.69 % *

150 15.91 % 2 s 16.04 % 47 s 14.64 % *

160 15.04 % 2 s 15.62 % 50 s 14.38 % *

161 14.97 % 2 s 15.58 % 50 s 14.36 % *

162 14.89 % 2 s 15.54 % 50 s 14.33 % 14.33 %

180 14.18 % 2 s 14.80 % 54 s 13.88 % 13.88 %

190 13.88 % 2 s 14.39 % 57 s 13.62 % 13.62 %

200 13.58 % 2 s 13.97 % 59 s 13.37 % 13.37 %

210 13.28 % 2 s 13.56 % 61 s 13.12 % 13.12 %

220 12.98 % 2 s 13.15 % 63 s 12.87 % 12.87 %

230 12.68 % 2 s 12.75 % 65 s 12.61 % 12.61 %

240 12.37 % 2 s 12.40 % 67 s 12.36 % 12.36 %

241 12.34 % 2 s 12.37 % 67 s 12.34 % 12.34 %

247 12.18 % 2 s 12.19 % 68 s 12.18 % 12.18 %

248 12.16 % 2 s 12.16 % 68 s 12.16 % 12.16 %

250 12.11 % 2 s 12.11 % 69 s 12.11 % 12.11 %

300 10.84 % 2 s 10.84 % 76 s 10.84 % 10.84 %

400 8.32 % 2 s 8.32 % 88 s 8.32 % 8.32 %

500 5.79 % 2 s 5.79 % 94 s 5.79 % 5.79 %

600 3.26 % 2 s 3.26 % 96 s 3.26 % 3.26 %

Tabelle 4: Szenarioreduktion Beispiel 4.4
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4.3 Der elektrishe Last-Szenariobaum

Nahdem die Algorithmen an den 4 Beispielen umfangreih numerish getestet wur-

den, soll nun shlie�lih ein realer Last-Szenariobaum betrahtet werden, der Teil

des Modells zur Optimierung der Stromerzeugung eines hydro-thermishen Kraft-

werksparks f

�

ur eine Wohe ist. Dieser Baum ist der Arbeit [5℄ entnommen.

Konstruiert wurde dieser Last-Szenariobaum unter Ausnutzung der Erwartungs-

werte und der Standard-Abweihungen einer gro�en Zahl von Last-Szenarios, die

mit Zeitreihenmodellen generiert wurden.

Es handelt sih wie im Beispiel 4.3 um einen gleihm

�

a�igen Szenariobaum mit Ver-

zweigungsgrad 3, K = 6 Verzweigungsebenen und N = 729 Szenarios. Der Unter-

shied zum Beispiel 4.3 liegt allerdings darin, da� jedes einzelne Szenario niht mehr

einem Vektor des R

6

, sondern nun einem Element des R

168

entspriht. Das liegt an

der zus

�

atzlihen Diskretisierung des zugrundeliegenden Zeitintervalls in 24 Stunden

pro Tag.

Die ersten 24 Komponenten aller Szenarios des Last-Szenariobaums sind dabei

gleih Null. Die folgende Abbildung zeigt den generierten Last-Szenariobaum.

-1000

-500

0

500

1000

24 48 72 96 120 144 168

Abbildung 5: Last-Szenariobaum f

�

ur eine Wohe

Bei der Reduktion dieses Baums ist zu beahten, da� die Normabst

�

ande zwishen

den einzelnen Szenarios nun auh mit der (euklidishen) Norm im R

168

und niht im

R

6

wie bisher berehnet werden m

�

ussen. Das bedeutet, da� die Resultate von Satz

3.23 und 3.24, im Gegensatz zu Beispiel 4.3, hier niht zur Anwendung kommen

k

�

onnen. Aber die untere Shranke von Satz 3.5 kann auh hier genutzt werden.

Tabelle 5 zeigt die Ergebnisse des Bakward- und Forward-Algorithmus bei der

Szenarioreduktion des Last-Szenariobaums.

Auh im Fall des realen Last-Szenariobaums best

�

atigen sih die bisher gesammel-

ten Erfahrungen. Hier ist es wieder so, da� der Forward-Algorithmus die besseren

Abst

�

ande liefert. So ist anhand der unteren Shranke f

�

ur den Optimalwert zu sehen,

da� der Forward-Algorithmus bei einer Reduktion auf 325 Szenarios im reduzier-

ten Baum noh exakt das Optimum berehnet, w

�

ahrend der Bakward-Algorithmus

bereits leiht von diesem Wert abweiht.

Insgesamt stimmen die algorithmish berehneten Fortet-Mourier Abst

�

ande bei der

Forward-Reduktion beinahe exakt mit denen der Berehnungen aus [5℄

�

uberein.



KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE 41

Anzahl Bakward Forward Untere Optimaler

Szenarios �

rel



-Abstand Zeit �

rel



-Abstand Zeit Shranke Wert

1 100.00 % 4 s 100.00 % 2 s 23.07 % 100.00 %

2 85.33 % 4 s 81.86 % 2 s 23.02 % *

3 70.66 % 4 s 63.73 % 3 s 22.97 % *

4 66.38 % 4 s 60.80 % 3 s 22.92 % *

5 62.37 % 4 s 57.87 % 3 s 22.88 % *

6 58.33 % 4 s 55.54 % 4 s 22.83 % *

7 54.88 % 4 s 53.22 % 4 s 22.78 % *

8 53.11 % 4 s 51.16 % 5 s 22.73 % *

9 51.22 % 4 s 49.11 % 5 s 22.68 % *

10 49.50 % 4 s 48.14 % 5 s 22.63 % *

15 45.78 % 4 s 43.98 % 7 s 22.39 % *

20 42.83 % 4 s 40.84 % 9 s 22.15 % *

31 37.89 % 4 s 36.52 % 13 s 21.62 % *

40 34.97 % 4 s 33.97 % 16 s 21.20 % *

50 32.26 % 4 s 31.81 % 19 s 20.73 % *

60 30.35 % 4 s 29.98 % 23 s 20.27 % *

63 29.84 % 4 s 29.48 % 24 s 20.13 % *

70 28.78 % 4 s 28.38 % 26 s 19.83 % *

80 27.27 % 4 s 26.97 % 29 s 19.41 % *

90 25.98 % 4 s 25.71 % 32 s 19.02 % *

100 24.81 % 4 s 24.50 % 35 s 18.64 % *

127 22.37 % 4 s 21.63 % 42 s 17.59 % *

150 20.44 % 4 s 19.86 % 48 s 16.70 % *

175 19.02 % 4 s 18.26 % 54 s 15.74 % *

200 17.43 % 4 s 16.78 % 59 s 14.85 % *

225 15.99 % 4 s 15.43 % 64 s 14.08 % *

250 14.69 % 4 s 14.15 % 69 s 13.30 % *

255 14.43 % 4 s 13.91 % 69 s 13.14 % *

275 13.55 % 4 s 13.03 % 72 s 12.52 % *

300 12.26 % 3 s 11.94 % 76 s 11.74 % *

324 11.20 % 3 s 11.01 % 79 s 11.00 % *

325 11.17 % 3 s 10.97 % 79 s 10.97 % *

350 10.20 % 3 s 10.19 % 82 s 10.19 % *

351 10.16 % 3 s 10.16 % 82 s 10.16 % *

375 9.41 % 3 s 9.41 % 85 s 9.41 % *

400 8.64 % 3 s 8.64 % 87 s 8.64 % *

450 7.30 % 3 s 7.30 % 90 s 7.30 % *

500 6.00 % 3 s 6.00 % 92 s 6.00 % *

550 4.69 % 3 s 4.69 % 94 s 4.69 % *

600 3.38 % 3 s 3.38 % 95 s 3.38 % *

Tabelle 5: Szenarioreduktion des Last-Szenariobaums
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Bei der Bakward-Reduktion gibt es kleine Untershiede, die aber damit zu erkl

�

aren

sind, da� wie shon im Beispiel zu Abshnitt 3.2 gezeigt, die vorgenommene Wahl

der Indizes l

i

im k-ten Shritt einen niht unerheblihen Einu� auf die Approxi-

mation hat.

Der entsheidende Untershied und zugleih gro�e Vorteil des hier verwendeten

Forward-Shemas liegt o�ensihtlih in der Geshwindigkeit. W

�

ahrend die in [5℄

verwendete Implementation des Forward-Algorithmus, f

�

ur eine Reduktion auf 600

Szenarios noh 8149 Sekunden Rehenzeit ben

�

otigte, absolviert die Implementation

des Forward-Shemas dieselbe Anforderung in nur 95 Sekunden.

Die Rehenzeit zur Ermittlung des reduzierten Szenariobaums durh das Forward-

Shema, w

�

ahst niht einmal linear. Bisher war hier noh ein sehr starker Anstieg

der Rehenzeit zu beobahten.

4.3.1 Verteilung der Szenarios nah der Reduktion des Last-

Szenariobaums

Als letztes wollen wir uns ansehen, wie die Verteilung der Szenarios im reduzierten

Szenariobaum nah der Bakward- und Forward-Reduktion aussieht. Dazu betrah-

ten wir eine Reduktion des Last-Szenariobaums auf 15 Szenarios.

Abbildung 6 zeigt den durh den Bakward-Algorithmus ermittelten reduzierten

Szenariobaum. Dabei sind solhe Szenarios st

�

arker hervorgehoben, die nah der An-

wendung der optimalen Neuverteilungsregel von Satz 3.3 auh h

�

ohere Wahrshein-

lihkeitsgewihte erhalten haben als andere. Breitere Linien spiegeln also h

�

ohere

Wahrsheinlihkeit wider.
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Abbildung 6: Bakward-Reduktion auf 15 Szenarios im Last-Szenariobaum

In der Abbildung ist zu erkennen, da� die urspr

�

unglihe Symmetrie des Szenario-

baums verloren geht. Hier wird der Nahteil des Bakward-Algorithmus deutlih.

Wenn sih im Laufe des shrittweisen Eliminierens von Szenarios der Bakward-

Algorithmus in einem Shritt ung

�

unstig entsheidet, kann das in den folgenden

Shritten niht mehr korrigiert werden.

Dennoh, die Szenarios gruppieren sih im reduzierten Szenariobaum erwartungs-

gem

�

a� um das mittlere Szenario gerade dort, wo auh die Dihte der Szenarios

im originalen Szenariobaum am gr

�

o�ten ist; wenngleih das gesamte Bild niht so

harmonish ersheint.
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Shauen wir uns nun zum Vergleih das Ergebnis des Forward-Algorithmus an. Ab-

bildung 7 zeigt den reduzierten Szenariobaum, der durh den Forward-Algorithmus

bestimmt wurde. Der Baum umfa�t ebenfalls noh 15 Szenarios.
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Abbildung 7: Forward-Reduktion auf 15 Szenarios im Last-Szenariobaum

Die Abbildung zeigt ein sehr erstaunlihes Ergebnis. Die Symmetrie des Szenario-

baums wird o�enbar vollst

�

andig erhalten. Entsprehend der Dihte der Szenarios

im originalen Szenariobaum, sind auh die Szenarios des reduzierten Baums, mit

zum Rand hin abklingenden Wahrsheinlihkeiten gruppiert.

Hier zeigt sih der entsheidende Vorteil des Forward-Algorithmus, der bei der

L

�

osung in jedem einzelnen Shritt die bis dahin bereits bestimmte Szenariomen-

ge optimal um ein weiteres Szenario erg

�

anzt. Dabei wird die neue Verteilung der

Wahrsheinlihkeitsgewihte erst im allerletzten Shritt vorgenommen.

Ein bez

�

uglih der Anordnung der Szenarios im reduzierten Szenariobaum symme-

trishes Bild kann nat

�

urlih nur in jedem zweiten Shritt des Forward-Algorithmus

erreiht werden. F

�

ur Szenariob

�

aume mit Verzweigungsgrad 3 sind das die ungeraden

Szenariomengen.

Hinsihtlih der G

�

ute des Fortet-Mourier Abstands sollte dabei besonders gut die

Reduktion auf 2

k

� 1, also auf 1,3,7,15... Szenarios sein. Das liegt daran, da� der

Algorithmus in jedem Shritt ein solhes Szenario bestimmt, welhes in gewisser

Weise, optimal zwishen zwei benahbarten Szenarios der bis dahin ermittelten

Szenariomenge liegt. Anshaulih gesprohen, werden bei der Forward-Reduktion

shrittweise

"

Intervalle\ halbiert, was ausgehend vom optimalen Einzelszenario, ge-

rade zu obigen Reduktionszahlen f

�

uhrt.
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Thesen

� Die optimale Reduktion von generierten Szenariob

�

aumen in der stohastishen

Optimierung ist von gro�er Bedeutung.

� Speziell in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung kommen bei der mathema-

tishen Modellierung durh mehrstu�ge Kompensationsmodelle gro�e Last-

Szenariob

�

aume zur Anwendung.

� Selbst stark reduzierte Szenariob

�

aume k

�

onnen bei geeigneter Wahl der Szena-

rios noh im hohen Ma�e die Information des originalen Baums widerspiegeln.

� Bei der Szenarioreduktion werden Wahrsheinlihkeitsmetriken zur Bestim-

mung der G

�

ute von Approximationen eingesetzt. Eine kanonishe Wahrshein-

lihkeitsmetrik ist die Fortet-Mourier Metrik.

� Die Reduktion von Szenariob

�

aumen stellt ein komplexes kombinatorishes Op-

timierungsproblem dar, dessen algorithmishe L

�

osung vermutlih die Komple-

xit

�

at von NP-shweren Problemen besitzt.

� Es existieren eÆziente Approximationsalgorithmen, der Bakward-Algorithmus

und der Forward-Algorithmus.

� Der Forward-Algorithmus, insbesondere das Forward-Shema, ist f

�

ur die Sze-

narioreduktion in der Kraftwerks-Einsatzoptimierung sehr gut geeignet.
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